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Zusammenfassung

Diese Diplomarbeit untersucht verschiedene Losungsstrategien fiir die instationéren
Navier-Stokes-Gleichungen. Die Diskretisierung der Gleichungen erfolgt mit der G2-
Methode [9], eine stabilisierte Finite-Elemente-Methode. Ziel ist es, ein effizientes
Losungsverfahren zu entwickeln, dessen Aufwand unabhéngig von Parametern wie
Viskositat, Gitterfeinheit und Zeitschrittweite ist. Ein weiterer Aspekt bei der Un-
tersuchung ist die Skalier- und Parallelisierbarkeit der Algorithmen.

Der Fokus bei den Lésungsverfahren liegt auf Newton-GMRESR-Kombinationen
mit geeigneten Block-Vorkonditionierern fiir GMRESR. In einem 2D- und 3D-Bench-
mark werden verschiedene Vorkonditionierer miteinander verglichen. Auferdem tre-
ten bei der Anwendung dieser Vorkonditionierer weitere lineare Probleme auf, fiir die
ebenfalls nach geeigneten Losungsverfahren gesucht wird.

Zu den betrachteten Vorkonditionierern gehort auch eine Erweiterung des LSC-
Vorkonditionierers fiir stabilisierte Diskretisierungen [3]. In dieser Arbeit werden neue
Parameter fiir diesen Vorkonditionierer vorgestellt, die speziell mit der G2-Methode
gute Ergebnisse erzielen.
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Kapitel 1

Einfihrung

Die numerische Simulation turbulenter Stromungen hat zweifellos grofte Bedeutung
in verschiedensten Anwendungsgebieten. Dazu gehoren insbesondere die Luft- und
Raumfahrttechnik, der Maschinenbau und das Chemie- und Bauingenieurwesen. Als
Grundgleichungen dienen die Navier-Stokes-Gleichungen, die sich fiir die Beschrei-
bung von sowohl laminaren als auch turbulenten Strémungen eignen. Die Simulation
turbulenter Stromungen ist eine grofe Herausforderung fiir die numerische Mathe-
matik, da die Turbulenzen auf allen Grofenskalen auftreten. Um die physikalischen
Vorgénge des Flusses vollstandig zu repréasentieren, benotigt die numerische Simulati-
on daher eine sehr feine Diskretisierung des Flussgebietes. Dieser Ansatz der direkten
numerischen Losung (DNS) iiberfordert jedoch schon bei einfachen Problemen die
heute verfiigharen Rechnerkapazititen. Um trotzdem eine Simulation mit vertretba-
rem Aufwand zu ermoglichen, wird bei der Large Eddy Simulation (LES) zwischen
grofen und kleinen Wirbelstrukturen unterschieden. Wahrend die Berechnung der
grofen Wirbel direkt erfolgt, werden kleine Wirbel iiber ein Turbulenzmodell ab-
gebildet. Ein solches Turbulenzmodell verwendet auch die von J. Hoffman und C.
Johnson entwickelte G2-Methode |7, 9] zur Losung der Navier-Stokes-Gleichungen,
die in dieser Arbeit als Basis dient.

Aber auch mit dem Turbulenzmodell der G2-Methode miissen wihrend des Lo-
sungsvorgangs nichtlineare Probleme mit 10° bis 107 Unbekannten geldst werden.
Ziel der Diplomarbeit ist es, schnelle Losungsverfahren fiir genau diese Probleme zu
finden. Dafiir werden unterschiedliche Ansétze miteinander verglichen. Sie alle haben
gemeinsam, dass das nichtlineare Problem zunéachst linearisiert wird, um die Losung
iterativ zu bestimmen. In jedem solchen Iterationsschritt miissen ein oder mehrere
lineare Probleme gel6st werden, die d&hnlich viele Unbekannte wie das Ursprungssys-
tem haben.

Neben der Wahl des nichtlinearen Verfahrens stellt sich also die Frage nach ge-
eigneten linearen Losungsmethoden. Der Rechen- und Speicheraufwand von direkten
Methoden wie die LU-Zerlegung verhindert deren Einsatz bei grofen Problemdi-
mensionen. Stattdessen werden auch hier iterative Losungsverfahren verwendet. Im
Rahmen dieser Arbeit stehen dafiir Krylov-Unterraum-Verfahren im Vordergrund.
Ein zufriedenstellendes Ergebnisse erhdlt man mit diesen Verfahren aber erst durch
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Kombination mit einem geeigneten Vorkonditionierer. Ein (rechter) Vorkonditionie-
rer erweitert ein lineares System Az = b durch AM 'y = b. Die Losung x erhélt
man dann mit M 'y = . Das Inverse des Vorkonditionierers M sollte einerseits
einfach zu konstruieren und anzuwenden sein, und andererseits zu einer schnellen
Konvergenz des Krylov-Unterraum-Verfahrens bei der Bestimmung von y fiihren.
Die Wahl des Vorkonditionierers hat einen wesentlichen Einfluss auf die Effizienz des
Losungsverfahrens. Der Hauptteil der Diplomarbeit konzentriert sich daher auf die
Bestimmung guter Vorkonditionierer.

Der zweite Teil der Arbeit betrachtet die Anwendung dieser Vorkonditionierer. Es
treten wiederum lineare Probleme auf, fiir die ebenfalls schnelle Verfahren bendtigt
werden. Hier bieten sich Mehrgitterverfahren an, die genauer analysiert werden.

Es folgt nun eine Einfiihrung der Navier-Stokes-Gleichungen sowie deren Diskre-
tisierung und Stabilisierung mit der G2-Methode.

1.1 Die Navier-Stokes-Gleichungen

Ausgangspunkt ist die instationdre Form der inkompressiblen Navier-Stokes-Glei-
chungen in einem geschlossenen Gebiet (2 C R", n = 2,3 und einem Zeitintervall
I=10,T7:

u+ (u-Vyu—vAu+Vp=f in Q x [
Vou=0 inQxI (1.2)

Dabei ist v € R die kinematische Viskositdt. Der Quellterm f : 2 x I — R™ dient zur
Beschreibung von Volumenkraften wie z.B. Gravitation. Die gesuchten Funktionen
u = (t)i=1.n: QX I +— R"und p: Q x I — R entsprechen dem Geschwindigkeits-
und Druckfeld des Fluids. Der Kern der Navier-Stokes-Gleichungen ist der Impuls-
satz. Zusammen mit der Energieerhaltung bildet er die Impulsgleichung 1.1. Die
Kontinuitatsgleichung 1.2 entsteht aus der Massenerhaltung.

Um ein Stromungsproblem vollstindig zu beschreiben, werden neben 1.1 und 1.2
zusitzliche Anfangswerte und Randbedingungen bendtigt. Der Anfangswert u° gibt
das Geschwindigkeitsfeld zum Zeitpunkt ¢ = 0 vor:

u(+,0) = u’ in Q2

Bei den Randbedingungen unterscheidet man typischerweise zwischen Dirichlet- und
Neumann-Randbedingung. Die Dirichlet-Randbedingung fixiert die Fluidgeschwin-
digkeit auf dem Rand I'p C 02, wihrend eine Neumann-Randbedingung die Nor-
malableitung der Losung auf I'y C Q vorgibt. Mit 90 =Tp Uy, T'pNTx = 0 und
w:I'p — R"und s: 'y — R" erhilt man also die Bedingungen

u(.,t) =w auf I'p

ou(.,t
uﬁ(n ) —p(,t) - n=s auf I'y

v
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fiir alle ¢ € I. Dabei ist n der nach aufen gerichtete Normalenvektor von 2. Ist
die Dirichlet-Randbedingung w = 0, das heiftt das Fluid haftet am Rand, heifst sie
auch “no-slip”~-Randbedingung. Die Neumann-Randbedingung s = 0 ist als natiirliche
Randbedingung bekannt. Physikalisch gesehen verhilt sich das Fluid dort wie an
einem angrenzenden, unendlich groffen Behilter.

Bemerkung. Falls reine Dirichlet-Randbedingungen gefordert werden, das heifst falls
I'p = 012, muss eine zusitzliche Randbedingung den Druck an einem Punkt fixieren.
Der Grund ist, dass in diesem Fall keine Kopplung von Druck- und Geschwindigkeits-
feld durch die Randbedingungen gegeben ist und in den Navier-Stokes-Gleichungen
nur die Ableitung von p vorkommt. Damit wére p nur bis auf eine Konstante definiert.
Zudem muss in diesem Fall die Funktion w einer Kompatibilitdtsbedingung geniigen
(siehe z.B. [4, S. 215|). Der Einfachheit halber gehen wir deshalb im Folgenden von
I'p # 0N aus.

1.2 Finite-Elemente-Methode

Zur numerischen Losung der Navier-Stokes-Gleichungen miissen diese diskretisiert
werden. Ein gingiges Verfahren ist die Finite-Elemente-Methode, welche in diesem
Abschnitt vorgestellt wird. Die Diskretisierung erfolgt in drei Schritten:

1. Bildung der schwachen Form.
2. Diskretisierung im Ort.
3. Diskretisierung in der Zeit.

Das Ergebnis ist ein nichtlineares endlich-dimensionales Gleichungssystem, das es zu
16sen gilt. Um die folgenden Herleitungen einfacher zu gestalten, wird angenommen,
dass auf den Neumann-Rand die natiirliche Randbedingung gilt, also s = 0 auf ['y.

1.2.1 Bildung der schwachen Form

Anstatt klasssische Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen zu suchen, werden wir
die schwache Form der Gleichungen 1.1 und 1.2 bilden und eine Lisung aus dem
Raum der schwach differenzierbaren Funktionen berechnen. Um die schwache Form
definieren zu kénnen, werden zunéchst geeignete Losungs- und Testfunktionenrdume
benétigt. Diese sind der L?(Q) und (affine) Teilriume des Sobolew-Raums X =
HL(2)™ und definiert als:

Xy ={ueX|u=w aufl'p}
Xo={veX|v=0 auf'p}
M = L*(Q)

Der Losungsraum fiir das Geschwindigkeitsfeld &, stellt automatisch die Einhaltung
der Dirichlet-Randbedingung sicher. Da die instationdren Navier-Stokes-Gleichungen
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betrachtet werden, héngt die gesuchte Losung (u, p) zudem noch von der Zeit ab. Tat-
sdachlich muss u sogar nach t differenzierbar sein. Wir brauchen also die Erweiterung
auf die Bochner-Raume:

X:={uec *(1,X)| u € L*(I,X")}

X, :={ueX|u(,t) X, firfastalletec I}
Xy = {uec Xu(-t) € Xy fiir fast alle t € I}
M= L*I, M)

Dabei bezeichnet X’ den Dualraum von X'. Nun kann die schwache Form der Navier-
Stokes-Gleichungen definiert werden. Dafiir werden die Gleichungen 1.1 bzw. 1.2 zu
einem festen Zeitpunkt ¢ mit Testfunktionen v € Ay bzw. ¢ € M multipliziert und
anschliessend iiber () integriert. Mit der Notation

(z,y) ::/x(t)-y firre XYUM,ye X UM
Q
und
(ug, v) :—/ut(t)(v) firue X,veX
Q

erhalt man:
Finde (u,p) € X, x M, so dass fiir fast alle t € I gilt:

(ug, v) + (u - Vu,v) — v(Au,v) + (Vp,v) = (f,v) Vv € X)
(V-u,q)=0 Vg e M

Die Anwendung des Gauf’schen Satzes und einer Greenschen Formel liefert:

— v(Au,v) + (Vp,v) =v(Vu: Vo) — (p,V -v) — / (V% —pn)-v (1.3)

Dabei ist Vu : Vv das Produkt zweier Tensoren 2. Stufe und definiert als:
Ou;(t) avl
(Vu: Vo) / Z o

Wegen v = 0 auf I'p enthélt das Randintegral in 1.3 gerade die Neumann-Randbe-
dingung. Mit der Annahme s = 0 fillt dieses Randintegral weg und die schwache
Form lautet schlieflich:

Finde (u,p) € X, x M, so dass fiir fast alle t € I gilt:

(ug,v) + (u- Vu,v) + v(Vu : Vo) — (p, V- v) = (f,v) Voe Xy,  (14)
(V- u,q) =0 Vg e M (1.5)
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Abbildung 1.1: Eine P1 Basisfunktion auf dem triangularisiertem Gebiet. (Quelle:

[4)

1.2.2 Diskretisierung im Ort

Die Diskretisierung der schwachen Form im Ort erfolgt mithilfe der Galerkin-Projek-
tion. Die Idee ist, die Losungs- und Testfunktionenrdume im Ort auf endliche Teil-
riume einzuschrinken. Seien also X* C X und M" C M diese endlichen Teilriume.
Analog wie im vorherigen Abschnitt seien X! und X" die Menge der Funktionen
aus X", die die entsprechenden Dirichlet-Randbedingung erfiillen. Das semidiskrete
Analogon zu 1.4 und 1.5 ist dann:

Finde (u,p) € X! x M", so dass fiir jeden Zeitpunkt u(t) € X" und p(t) € M"
gilt und:

(ug,v) + (u- Vu,v) + v(Vu : Vo) — (p, V -v) = (f,v) Yo e Xh
(V-u,q) =0 Vg € M"

Inwieweit die numerische Losung eine gute Approximation an die analytische Lo-
sung ist, hingt stark von der Wahl der Riume X" und M" ab. Fiir einfache partielle
Differentialgleichungen zeigt das Lemma von Céa [1], dass die Genauigkeit der nu-
merischen Losung im wesentlichen davon abhingt, wie gut die analytische Losung im
endlichen Funktionenraum dargestellt werden kann. Zu den bekanntesten dieser ge-
eigneten Raume gehoren die Finite-Elemente-Raume. Sie nutzen die Tatsache, dass
glatte Funktionen beliebig gut mit stiickweisen Polynomen approximiert werden kon-
nen. Hierzu wird das Rechengebiet € in ein Gitter von Polyedern (z.B. Dreiecke in 2D
oder Tetraeder in 3D) mit Durchmesser h partitioniert. Fiir jeden Knoten j in diesem
Gitter ist nun eine Basisfunktion definiert, die ihren Triger nur auf den Polyedern mit
Knoten j als Eckpunkt hat. Abbildung 1.1 illustriert eine lineare Finite-Elemente-
Basisfunktion in einem triangulisierten Gebiet. Wegen des linearen Ansatzes werden
diese Finite-Elemente auch als P1-Elemente bezeichnet. Analog sind PO-Elemente
stlickweise konstant und P2-Elemente stiickweise quadratisch.
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Ein weiterer wiinschenswerter Punkt bei der Wahl der Raume X" und M" ist,
dass sie die Inf-Sup-Bedingung erfiillen: Es gibt eine von der Gitterweite h unabhén-
gige Konstante v > 0, so dass gilt:

: (g, V)|
min —_—
qeEM™ q#constant ve X" c#£0 ’ ‘U’ ‘X‘ |q\ |./\/l

Sie garantiert, dass 1.6 und 1.7 unabhéngig vom gewahlten Gitter gelost werden
kann. Erfiillen X" und M" die Inf-Sup-Bedingung, so heifien sie stabil, ansonsten
instabil. Leider sind viele scheinbar natiirlichen Kombinationen von Finite-Elemente-
Raumen instabil. Dazu gehoren insbesondere die “low-order” Kombinationen wie P} —
P,, also stiickweise lineare Elemente fiir X" und konstante Elemente fiir M". Aber
auch “equal-order” Kombinationen, wie P; — P; erfiillen die Inf-Sup-Bedingung nicht.
Die Verwendung solcher Finite-Elemente-Raume ist nur mit Stabilisierungstechniken
moglich, auf die spéter noch eingegangen wird.

1.2.3 Diskretisierung der Zeit

Das Ergebnis der Galerkin-Projektion im Ort ist eine differentiell-algebraische Glei-
chung beziiglich der Zeit. Fiir deren Losung kann prinzipiell jedes Diskretisierungs-
verfahren fiir Anfangswertprobleme aus dem Bereich der gewohnlichen Differential-
gleichung verwendet werden. Bei der Wahl muss allerdings darauf geachtet werden,
dass die Gleichung 1.6 wegen des Diffusionsterms v(Vu : Vo) steif ist und deshalb
bei nicht A-stabilen Verfahren eine Schrittweitenbeschrinkung erzwingt. Eine gute
Ubersicht verschiedener Methoden ist in [6, S. 325ff] zu finden.

Zur Vertreter der A-stabilen Verfahren gehoren die ¢G(q) bzw. dG(q) Verfahren.
Sie basieren auf der Idee, die Zeit analog wie den Ort zu diskretisieren. Bei der
Bildung der schwachen Form in Abschnitt 1.2.1 wird dann nicht nur iiber den Ort,
sondern auch iiber einen Zeitschritt integriert. Sei dafiir I = [0, 7] = {0}ULUlU...U
Iy eine Partitionierung von I in Zeitintervalle I,, = (t,,_1, t,] der Linge k, = t,—t,_1.
Die endlichen Teilriume X" und M" werden nun analog zu vorher zu endlichen
Teilriumen X" C X und M" C M erweitert. X} und X" seien die affinen Teilriume
von X", die die entsprechenden Dirichlet-Randbedingungen erfiillen. Zeitintegration
der semidiskretisierten Form 1.6 und 1.7 iiber das Zeitintervall I,, ergibt dann:

Finde (u,p) € X x M", so dass fiir jedes Zeitintervall gilt:

tn
/ (ug,v) + (u - Vu,v) + v(Vu : Vo) — (p, V- v) dt
tn—1

= /tn (f,v)dt  Yve Xy (1.8)

tn—1

tn
/ (V-u,q)dt =0 Vg e M"
tn—1

Ein natiirlicher Ansatz ist es, X" und M" so zu wihlen, dass die Funktionen u und
p beziiglich der Zeit stiickweise Polynome vom Grad ¢ sind. Pro Zeitintervall werden



1.2. FINITE-ELEMENTE-METHODE 7

dann g+ 1 Bedingungen bendtigt, um die Losung eindeutig festzulegen. Mit der For-
derung einer stetigen Losung auf ganz [ ist v und p am Zeitpunkt ¢, ; vorgegeben.
Weitere ¢ Bedingungen kommen hinzu, wenn die Testfunktionen v und ¢ in der Zeit
Polynome vom Grad ¢ — 1 sind. Dieser Ansatz heifit stetige Galerkin-Methode oder
cG(q)-Methode, weil die Losungsfunktionen stetig in der Zeit sind. Verzichtet man
auf die Stetigkeit der Losung zwischen den Zeitintervallen, erhédlt man die diskon-
tinuierliche Galerkin-Methode, kurz dG(q). Bei Verwendung von Finite-Elementen
vom Grad p im Ort fiir X" und M" und Polynome vom Grad q in der Zeit spricht
man insgesamt von einem cG(p)cG(q)-Verfahren.

Betrachten wir nun den Spezialfall ¢ = 1. Die Testfunktionen sind dann innerhalb
eines Zeitintervalls konstant. Wihlt man als Quadraturformel fiir die Zeitintegrale
in 1.8 die Mittelpunktsregel, so berechnet sich die Lésung (u",p") € X! x M" zum
Zeitschritt ¢, aus der Losung des alten Zeitschritts (u™~1, p"~1) mittels

(u" — w1 0) + k(T - VA", v) + k,v(VE" : Vo) =k, (p", V - 0)
=ka(f,v) Yoe X (1.9)
(V-u",q) =0 Vg e M"

wobei @ = (u" + u"') ist. Die Schreibweise (-,-) und (- : -) ist wie vorher defi-
niert, nur dass die Argumente hier nicht zeitabhingig sind. Man beachte, dass der
Druckterm in 1.9 rein implizit aufgeldst, da keine Anfangsbedingungen fiir den Druck
gegeben sind.

Im weiteren wird eine Matrixdarstellung von 1.9 und die Ankopplung der Randbe-
dingungen hergeleitet. Sie macht deutlich, wo genau die Nichtlinearitdt des Systems
enthalten ist und wird spéter fiir die Herleitung von Losungsverfahren verwendet. Sei
rung zum Erzeugnis von X”. Die diskrete Geschwindigkeitsfunktion zum Zeitpunkt
t,, kann dann geschrieben werden als:

Moy my
n __ ng . noH .
u" = E u;d; + E u;d;
J=1

Die Koeffizienten uf, j = m, + 1,..,mp sind durch die Dirichlet-Randbedingungen
auf I'p vorgegeben. Analog kann die diskrete Druckfunktion mithilfe der Finite-
Elemente-Basis {W;};—1. ., von M" geschrieben werden als:

Mp
p' = Z pP;¥;
j=1

Einsetzen dieser Darstellungen in 1.9 und anschlieftendes Testen mit den Finite-
Elemente-Basisfunktionen von X/ und M" fiihrt auf eine (nichtlineare) Matrixdar-

stellung von 1.9 der Form
F(u™) BT\ (u™\ [(r,
(57 5)6)-6) 119
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mit

F(u"); = 2]{;1((1)1‘7 Q)+ (a"-V;,0;) +v(VP, : V)
Bkj = (V(I)ja \Pk)

fiir i = 1...my, j = 1...mp und k = 1...m,,. Die rechte Seite (r,,r,)” enthilt die Werte
des letzten Zeitschritts und des Koeffizientenvektors f von f. Man beachte, dass die
Nichtlinearitéat des Systems in dem F'(u™)-Block steckt: Der Block selber hingt linear
von u" ab und wird in 1.10 mit dem Koeffizientenvektor u™ multipliziert. Damit ist
die Gleichung insgesamt quadratisch in u".

In der Matrixdarstellung 1.10 sind jedoch die Dirichlet-Randbedingungen noch
nicht beriicksichtigt. Dies gelingt durch Hinzufiigen einer Identitatsfunktion auf dem
Dirichlet-Rand in Form einer (mg—m,,) X mg Blockmatrix D und einer rechten Seite
rp mit den Werten der Dirichlet-Randbedingung:

Um die Darstellung einfach zu halten, werden im Folgenden die ersten beiden Zeilen
zusammengefasst und die Darstellung 1.10 weiterhin verwendet. Man beachte, dass
mit dieser Konvention F'(u") eine quadratische mg x mgy Matrix ist.

Bemerkung. Die (natiirliche) Neumann-Randbedingung ist schon bei der Bildung der
schwachen Form beriicksichtigt worden, siehe Abschnitt 1.2.1.

1.3 Das stabilisierte cG(1)cG(1)-Verfahren

Betrachten wir nochmals die Ordnungen der Finite-Elemente-Funktionen beim
cG(1)cG(1)-Verfahren: Tm Druck- und Geschwindigkeitsraum werden stetige Funk-
tionen verwendet, die stiickweise linear in Ort und Zeit sind. Die zugehorigen Test-
funktionen sind ebenfalls linear im Ort, aber konstant in der Zeit. Durch die Verwen-
dung derselben Polynomordnungen fiir die Druck- und Geschwindigkeitsfunktionen
ist das Verfahren in der Praxis sehr attraktiv: Die konsistente Wahl vereinfacht die
notwendigen Datenstrukturen und die einfache Form der Basiselemente ermoglicht
schnelle numerische Berechnungen. Allerdings kann das ¢G(1)cG(1)-Verfahren ohne
eine besondere Stabilisierungstechnik nicht erfolgreich auf die instationiren Navier-
Stokes-Gleichungen angewandt werden. Das hat im wesentlichen zwei Griinde:

Wie schon erwihnt, verwendet ¢G(1)cG(1) sowohl im Geschwindigkeits- als auch
im Druckraum lineare Finite-Elemente im Ort. Diese “equal-order” Kombination er-
fiillt die Inf-Sup-Bedingung nicht. Daher wiirden ohne spezielle Stabilisierung Oszil-
lationen im Druckraum auftreten, die auch als “checkerboard mode” bekannt sind.
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Die zweite Instabilitdt tritt auch bei anderen Finite-Elemente-Radumen auf. Wih-
rend das Losen von diffusionsdominanten Stromungen mit der Standard-Galerkin-
Projektion zufriedenstellend funktioniert, stellt man bei konvektionsdominanten Pro-
blemen Storungen in Gestalt von Oszillationen im Geschwindigkeitsfeld fest. Diese
Stérungen treten auf, sobald das Gitter nicht fein genug ist, um scharfe Ubergin-
ge zwischen zwei Stromungsschichten aufzulésen. Von dort aus breiten sie sich auch
auf benachbarte Gebiete aus. Eine Abhilfe gegen diese Instabilitit wire eine gezielte
Verfeinerung des Gitters an den Problemstellen, wo Grenzschichten genauer aufge-
16st werden miissen. Bei komplexen Problemen, in denen die Gitterverfeinerung nicht
manuell oder im vornherein durchgefiihrt werden kann, wird dafiir eine adaptive Git-
tersteuerung verwendet: Zuerst wird auf einem groben Startgitter die diskrete Lésung
berechnet. Anschliekend verfeinert man mit Hilfe eines a posteriori Fehlerschitzers
das Gitter dort, wo der geschétzte Fehler grofs ist. Um eine adaptive Gittersteuerung
effektiv einsetzen zu konnen, ist es deshalb wichtig, dass sich Diskretisierungsfehler
nicht weiter ausbreiten. Insbesondere ist daher die Standard-Galerkin-Projektion bei
konvektionsdominanten Strémungen nicht fiir eine adaptive Gittersteuerung geeig-
net.

Beide Storungen konnen mit einer geeigneten Stabilisierung behandelt werden. Zu
den bekanntesten Stabilisierungstechniken gehoren die Streamline-Upwind /Petrov-
Galerkin Methode (SUPG) [2| und die Galerkin/Least-Squares Methode (GLS) |22,
28]. Eine auf der GLS-Methode aufbauende Stabilisierung ist die “General Galerkin”
Methode, kurz G2-Methode von J. Hoffmann und C. Johnson [7, 9]. Sie liefert er-
folgversprechende Ergebnisse in mehreren Anwendungen [8, 11] und soll daher als
Grundlage fiir die Stabilisierung dienen.

Die Herleitung der G2-Methode fiir das ¢G(1)cG(1)-Verfahren wird mit der alter-
nativen Formulierung einer Petrov-Galerkin Methode durchgefiihrt. Bei dieser wer-
den die Testfunktionen, die bei der Bildung der schwachen Form verwendet werden,
mit Stabilisierungstermen versehen. Konkret wird die Testfunktion v ersetzt durch

v+ 01(v +u- Vo —vAv+ Vq)

und ¢ durch
q-+ 52V "V

wobei 0; und J, Stabilisierungsparameter sind. Dabei miissen die Finite-Elemente-
Riume so definiert sein, dass v;, Av und Vq existieren. Die stabilisierte schwache
Form erh&lt man analog zu Abschnitt 1.2.1, jedoch unter Verwendung der stabili-
sierten Testfunktionen. Sie lautet

(ug, v) + (u - Vu,v) + v(Au,v) — (Vp,v) + SDs(u, p;v,0) = (f,v)
(v - u, Q) + SDé(uvp;an) =0
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mit dem Stabilisierungsterm:

SDs(u,p;v,q) = 61(u-Vu —vAu+ Vp— fiv, +u- Vo —vAv + Vq)
+02(V -0,V - u)
Bemerkung. Um die Zeitdiskretisierung einfach zu halten, wurde die Stabilisierung
nicht im w; Term durchgefiihrt, siehe [11, S. 216]

Bei einer ¢G(1)cG(1)-Diskretisierung sind die Testfunktionen linear im Ort und
konstant in der Zeit und die Losungsfunktion linear im Ort. Daher vereinfacht sich
der Stabilisierungsterm zu:

SDs(u,p;v,q) = 01(u-Vu+Vp— fiu-Vo+Vq)+6(V-uV-0v)

Nun fithrt man die Diskretisierung analog zu Abschnitt 1.2.2 und 1.2.3 durch und
erhélt die stabilisierte diskrete Form:
Fiir n = 1...N finde (u",p") € X x M", so dass

(u" —u" o)kt + (@ Va,v) + v(Var : Vo) — (p", V- v)
+SDs(u", p";v,0) = (f,v) Vv € X! (1.11)
(V-a",q)+ SDs(u",p";0,q) =0 Vg € M"

mit @" ;= §(u" 4+ u"t) gilt.

Bleibt noch die Wahl der Parameter d; und 6, im Stabilisierungsterm. In der
G2-Methode werden diese folgendermafien gesetzt:

5 = [ sk lun2h2)"2, falls v < u™th
' k1h?, sonst

koh?, sonst

{ koh, falls v < u™th
09 =

Dabei sind k1, ko zwei positive Konstanten und h die Elementgrofte des Gitters. Die
Fallunterscheidung bei der Definition von §; und 0, ermdglicht es, konvektionsdomi-
nante Bereiche der Stromung (v < u™ 'h) anders zu gewichten als diffusionsdomi-
nante und fungiert damit als einfaches automatisches Turbulenzmodell.

Analog zu Abschnitt 1.2.3 lisst sich die Matrixdarstellung erstellen. Sie lautet

(5t ") () - () e

F(u™); =2k, (D, ®;) + (@" - V&;, ®;) + v(VP; : VI;)
+01(u" - VO, " - VO;) +62(V - D;, V- D)
BT (") = — 2(Vy,, VO;) + 26, (VU 0" - VD) (1.13)
B(u")g; =(V®;, Uy + §,(a" - VO;, V)
Cr = —61(V¥,, V)

mit:
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Im Vergleich zum unstabilisierten Fall 1.10 werden die Blockmatrizen F', BT und B
durch die Stabilisierungsterme erweitert und héngen nun von u™ ab. Damit sind die
Nichtlinearitdten des Systems in diesen drei Blocken enthalten. Auch der Nullblock
verschwindet und wird durch die Stabilisierungsmatrix —C' ersetzt.

Betrachten wir zuletzt noch den Aufbau der Blockmatrizen. Die Matrix F' ist die
Summe einer Massenmatrix, dem diskreten Analogon des Konvektionssterm mit Ge-
schwindigkeitfeld u", einem Laplace-Operator und schliefslich den Stabiliserungster-
men. BT entspricht einem stabilisierten Gradientenoperator und B ist ein, ebenfalls
stabilisierter, diskreter Divergenzoperator. Obwohl durch die Stabilisierungsterme
die Symmetrie von (BBT) verloren geht, wird im Folgenden die Notation beibehal-
ten. Man beachte, dass in der Matrixdarstellung die Dirichlet-Randbedingung wie
am Ende von Abschnitt 1.2.3 beriicksichtigt werden muss.
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Kapitel 2

Losungsverfahren

Im letzten Kapitel wurden die Navier-Stokes-Gleichungen mit dem stabilisierten
cG(1)cG(1)-Verfahren diskretisiert, was zu dem Gleichungssystem

(G ") () = () 2.1

fiihrte. In diesem Kapitel geht es um Losungsverfahren, die geeignet sind, dieses
System zu losen. Die Nichtlinearitdt des Konvektionsterms und der Stabilisierungs-
terme in 2.1 machen es notwendig, nichtlineare Losungsverfahren zur Berechnung von
(u™, p") einzusetzen. Drei Verfahren werden in diesem Kapitel eingefithrt und auf die
diskretisierten Navier-Stokes-Gleichungen angewendet: das Newton-Verfahren, die
Picard-Iteration und ein Splitting-Verfahren. Alle drei gehoren zur Klasse der Itera-
tionsverfahren, das heift aus Initialwerten (u™°,p™°) wird sukzessive eine Sequenz
von Tterationen (u™', p™!), (u™2? p™?) | (u™3,p™3), ... berechnet. Konvergiert diese
Folge, wird mit einem geeigneten Abbruchkriterium das Iterationsverfahren gestoppt

und die letzte Iteration als Losung ausgegeben.

2.1 Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren ist das Standardverfahren zur numerischen Losung nichtli-
nearer Gleichungssysteme und ist daher ein naheliegender Ansatz fiir die Losung der
diskretisierten Navier-Stokes-Gleichungen.

Zur Anwendung des Newton-Verfahrens wird das nichtlineare Gleichungssystem
zunéchst in ein Nullstellenproblem H(u”,p") = 0 umformuliert. Die grundlegende
Idee ist nun, die Funktion H an der aktuellen Iteration zu linearisieren und die
Nullstelle dieser linearisierten Gleichung als verbesserte Ndherung zu verwenden.
Mit der Jacobi-Matrix Jy von H erhilt man die Formel:

JH (un,i’pn,i)((gun,i, 5pn,z) — —H(Un’i, pn,z)

Die Newton-Korrektur v ! := ¢™¢ 4+ Ju™* und p™**t = p™ + §p™* liefert dann die
nachste Iteration.
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Wir werden nun das Newton-Verfahren auf die Variationsformulierung 1.11 der

diskretisierten Navier-Stokes-Gleichungen anwenden. Mit @™ := 1 (u™ +u"""') lautet

die linearisierte Impulsgleichung:

) K n,% ] ) K n,%
(Su™ vkt + ( u2 -Va™tv) 4+ (a™ -V UQ ,V)
5 n,t ]
+v(V u2 : Vo) — (6p™",V - v)
—n,l —1,1 7,1 é‘un,i
+oy (@™ V' + V= f,—— - V) (2.2)
5u”7i —n.i —ni 6un’i n,i —n,
+01( 5 -Vu™t +u™t Vv 5 + Vop™*t, u™" - V)
5 n,t )
+05(V - “2 Y v) =
Die rechte Seite ist definiert als:
7,,3,1' :<unz - un—l’ U)k’;l
+ (@™ - Va™, v)
+v(Va™ : Vv)
N (pn7i, v . U)
+ SDs(a™", p™*: v,0)
- (fa U)
Analog wird die Kontinuitatsgleichung behandelt:
Ju’ Ju™t i i Su™*

+61(Vop™t, Vq) = —r™

p

Hier lautet die rechte Seite:

r;’i = (V-a@™, q) + SDs(a@™", p™"; 0, q)
Um eine kompakte Darstellung zu erhalten, wird analog zum vorherigen Kapitel die
Matrixdarstellung von 2.2 und 2.3 formuliert. Schreibt man die Unbekannten du™?
und dp™* als Summe von Basisfunktionen und sucht die dazugehorigen Koeffizienten,

so erhilt man:
F BT\ [ou™\
(5 %) (5oee) =+
Die rechte Seite r enthiilt die Koeffizienten von r™ und r;"i beziiglich der Finite-
Elemente-Basis. Da die Gleichungen 2.2 und 2.3 linear in den Unbekannten sind,
héngen die Blécke der Matrix nicht von der Losung ab. In jeder Newton-Iteration ist
also ein lineares Gleichungssystem zu 16sen und anschliefsend die Newtonkorrektur

zu berechnen.
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Das Newton-Verfahren konvergiert lokal quadratisch falls die Jacobi-Matrix in
der Losung invertierbar ist. Allerdings ist der Konvergenzradius bei der Anwendung
auf die Navier-Stokes-Gleichungen relativ klein und typischerweise proportional zu
v (siehe [12] oder [4, S. 328]). Das bedeutet, dass bei niedrigen Viskositéten gute
Initialwerte benotigt werden, um Konvergenz zu garantieren. Eine mogliche Abhilfe
besteht darin, zunéichst einige Schritte mit einem stabileren Verfahren durchzufiihren
und dann die schnelle Konvergenz des Newton-Verfahrens zu nutzen. Dafiir eignet
sich zum Beispiel die Picard-Iteration, die nun vorgestellt wird.

2.2 Picard-Iteration

Die Picard-Iteration ist eine Fixpunktiteration bei der die nichtlinearen Terme, also
der Konvektionsterm und die Stabilisierungsterme, an der zuletzt berechneten Itera-
tion ausgewertet werden. Die Matrixdarstellung entspricht also der Gleichung 1.12,
mit dem Unterschied, dass die Blocke an der letzten Iteration ausgewertet werden:

(bl BTGy (30 = () ”

Die Block dieser Matrix sind wie in 1.13 definiert. Schreibt man 2.4 in der Variati-
onsformulierung, so lautet die linearisierte Impulsgleichung

(u™ T — " )k (@™ Vatttt v) + u(Vattt Vo) — (p™T V- w)
+61(a™t - Va4 Vpt T — f A Vo) + 6(V @ T V v) = (f,v)
und die Kontinuitatsgleichung:
(V-a™ ™ q) + 6y (a" - Va"™ + Vp™it Vq) =0

Die Konvergenzgeschwindigkeit der Picard-Iteration ist im Gegensatz zum Newton-
Verfahren lediglich linear, hat dafiir aber einen deutlich gréfteren Konvergenzradius.
Unter geeigneten Voraussetzungen lisst sich sogar globale Konvergenz beweisen, siehe
z.B. [12] oder |24, S. 282|. Einen ausfiihrlichen Vergleich zwischen Newton-Verfahren
und Picard-Iteration bei der Anwendung auf die Navier-Stokes-Gleichungen findet
man in [4, S. 370].

2.3 Splitting-Verfahren

Hoffmann et al. schlagen in [11] ein Splitting-Verfahren zur Losung der mit der G2-
Methode stabilisierten ¢G(1)cG(1)-Diskretisierung vor. Genauer handelt es sich, um
ein Variante des Block-Gauf-Seidel-Verfahrens fiir nichtlineare Systeme.

Mit der Matrixdarstellung 1.12 als Ausgangsbasis, ist in jedem Zeitschritt ein
Gleichungssystem der Form

(s *267) ()= () 25



16 KAPITEL 2. LOSUNGSVERFAHREN

zu 16sen. Dabei kommt wegen der Abhingigkeit der Blocke F', BT und B von u" die
Nichtlinearitit zustande. Ein Splitting-Verfahren teilt diesen Operator nun auf

(ggzzg BT_(gn)> —L+D+R

in die strikte untere Blockdreicksmatrix L, die Blockdiagonalmatrix D und die strikte
obere Blockdreicksmatrix R. Unter der Voraussetzung, dass D + R invertierbar ist,
erhdlt man durch einfaches Umstellen folgenden Fixpunktgleichung:

(o) =0 ) - (o)

Bei Verwendung dieser Gleichung als Fixpunktiteration lautet das Iterationsverfah-

(0 727) ) = () = (o 0) G

Durch Ausmultiplizieren dieser Gleichung sieht man, dass eine Iteration in zwei
Schritten durchgefiihrt werden kann:

L. Cp™*t = —r, + B(u™")u™
2. F(un,i)>un,i+1 =r, — BT(unﬂ')pmi-&-l

Alternierend werden also zweite und erste Zeile des Ursprungsystems 2.5 nach p"
und u" aufgelost. Insgesamt besteht ein Iterationsschritt somit aus dem Ldsen eines
linearen Systems mit F und eines mit C sowie zwei Matrix-Vektormultiplikationen.

Bei dieser Vorgehensweise muss der Matrix C' besondere Aufmerksamkeit gewid-
met werden, um deren Invertierbarkeit sicherzustellen. C' entspricht einer diskreten
Poisson-Gleichung mit natiirlichen Randbedingungen auf dem kompletten Rand (vgl.
1.13). Wie im kontinuierlichen Fall ist die Losung eines diskreten Poisson-Problems
mit natiirlichen Randbedingungen nur bis auf eine Konstante bestimmt. Insbesonde-
re kann C' nicht regulér sein. Es gibt verschiedene Ansiitze die Losbarkeit trotzdem
sicherzustellen. Eine Moglichkeit ist die Storung von C' durch eine skalierte Identi-
tatsmatrix. Das heift man ersetzt C' durch C'+¢€l mit € > 0 und der Identitdtsmatrix
I, so dass die gestorte Matrix regulér ist. Eine andere Moglichkeit ist die Einfiihrung
einer kiinstlichen Dirichlet-Randbedingung auf dem Druckraum. Diese Methode wird
spater in den Benchmarks eingesetzt und dort genauer behandelt. Zu beachten ist je-
doch, dass beide Ansétze das urspriingliche System verdndern und die Losung damit
verfilscht wird.

Fiir die Konvergenz des Splitting-Verfahrens spielt der Spektralradius von (D +
R)™'L eine zentral Rolle. Aus dem Fixpunktsatz von Banach folgt néimlich, dass
die Fixpunktiteration (linear) konvergiert, wenn der Spektralradius von (D + R)™'L
unabhéngig von u" kleiner als 1 — € mit € > 0 ist. Leider ist diese Bedingung bei An-
wendung auf die Navier-Stokes-Gleichungen hiufig nicht erfiillt, wie die Benchmarks
spater zeigen werden.
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2.4 Abbruchkriterium

Das Abbruchkriterium entscheidet, wann die Iteration die Losung ausreichend appro-
ximiert und das Iterationverfahren damit abgebrochen werden kann. Ein einfaches
und effektives Abbruchkriterium ist die Norm des Abstandes zwischen zwei Iteratio-
nen. Das heifst, das Iterationverfahren lduft solange bis

<||un,i+1 B Un,iHQ + ||pn,i+1 _pn,i‘|2>% < €

mit einer geeigneten Toleranz e¢ > 0 gilt. Da die Losungen Funktionen aus H!(Q)
sind, bietet sich als Norm die Sobolewnorm an. Diese lautet im Fall H!'(Q):

2l = 3 107l oy = 3 / 02
la|<1 <179

Ein alternatives Abbruchkriterium ist die Norm des Residuum. Keines der beiden
Kriterien garantiert jedoch, dass die approximierte Losung nahe an der tatsdchlichen
Losung ist. Trotzdem werden sie in der Praxis erfolgreich eingesetzt.
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Kapitel 3

Block-Vorkonditionierung

Bei Anwendung des Newton-Verfahrens oder der Picard-Iteration zur Losung des
nichtlinearen Systems muss in jedem Iterationsschritt ein lineares Gleichungssystem
mit Blockstruktur gelost werden:

A (;) =1  mit A= (g _Bg) . r= (Z) (3.1)

Da die Basisfunktionen der Finite-Elemente-Rdume einen kleinen Triger besitzen,
handelt es sich bei den Blocken der Matrix A um diinnbesetzte Matrizen. Allerdings
ist das Gleichungssystem in der Regel sehr grofs und benétigt dementsprechend viel
Sorgfalt bei der Wahl geeigneter Losungsverfahren.

Ein erster Ansatz zur Losung von 3.1 ist die Anwendung einer direkten Metho-
de wie die LU-Zerlegung. Allerdings kann sie die diinnbesetzte Struktur der Matrix
A nur schlecht ausnutzen, wodurch der Rechen- und Speicheraufwand mit der Pro-
blemdimension stark ansteigt. Spezielle Varianten der LU-Zerlegung fiir diinnbesetzte
Matrizen versuchen diese Problematik zu minimieren, trotzdem wird bei steigender
Dimension schnell die Grenze der verfiigharen Rechnerkapazitéit erreicht.

Stattdessen werden iterative Methoden zur ndherungsweisen Losung von 3.1 ver-
wendet. Zu den bekanntesten iterativen Verfahren zahlen GMRES [25] und BiCG-
Stab [32]. Beide gehoren zur Klasse der Krylov-Unterraum-Verfahren und eignen
sich sehr gut fiir grofe, nicht-symmetrische und diinnbesetzte Probleme. In einem
Vergleich verschiedener Newton-Krylov Loser hat sich der GMRES als besonders ge-
eignet herausgestellt [19]. Zudem hat GMRES gegeniiber BiCGStab den Vorteil, dass
das Residuum mit jeder Iteration garantiert kleiner wird. Um den Umfang der Un-
tersuchungen in Grenzen zu halten, wird daher im weiteren nur GMRES betrachtet,
obwohl sich prinzipiell beide Verfahren fiir die Losung der auftretenden Probleme
eignen.

Entscheidend fiir eine schnelle Konvergenz des GMRES-Verfahrens ist die Wahl
eines guten Vorkonditionierers. Ein (rechter) Vorkonditionierer erweitert ein lineares
Problem Az = f durch die Einfiihrung einer invertierbaren Matrix M zu
(AM~1)(Mz) = f. Statt dem Ursprungsproblem wird zunéchst das vorkonditionierte
Problem (AM~1)y = f mit GMRES gelost. AnschlieRend erhilt man die gesuchte
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Losung durch x = M~'y. Ein guter Vorkonditionierer M sollte daher einerseits
die Kondition der Matrix A verbessern und damit zu einer schnellen Konvergenz
bei der Losung des vorkonditionierten Systems fiihren (z.B. durch die Wahl M ~
A). Andererseits sollte M~ effizient berechenbar sein, da im zweiten Schritt die
Matrix-Vektor Multiplikation M 'y notwendig ist. Man beachte, dass wihrend der
Berechnung nur M ~! benétigt wird und nicht M.

Bei der Suche nach geeigneten GMRES-Vorkonditionierern fiir 3.1 hat sich her-
ausgestellt, dass die Blockstruktur des linearen Operators A gut genutzt werden
kann. Der Grund ist, dass fiir die einzelnen Blocke sehr effiziente Losungsverfahren
existieren, diese aber nicht auf die ganze Blockmatrix angewendet werden konnen.
Fast alle im Folgenden vorgestellten Vorkonditionierer basieren daher auf der Block-
LDU-Zerlegung der Matrix A:

-G E D) e

Dabei ist S das Schurkomplement und definiert als S := BEF~!BT + C. Invertiert
man die Faktoren der LDU-Zerlegung stellt man fest, dass das Inverse von F' und S
darin vorkommen. Wihrend fiir das Ldsen eines linearen Gleichungssystems mit F
effiziente Verfahren existieren, ist das Schurkomplement im Allgemeinen vollbesetzt
und daher fiir grofle Probleme nicht 16sbar. Viele Block-Vorkonditionierer verwenden
daher Komponenten der LDU-Zerlegung 3.2 zusammen mit einer guten Approxima-
tion des Schurkomplements.

Bevor in den folgenden Abschnitten verschiedene Block-Vorkonditionierer vor-
gestellt werden, zeigt Abbildung 3.1 zur Ubersicht das Losungsverfahren mit dem
Newton-Verfahren als nichtlinearen Loser und GMRES als linearen Loser (oder kurz
Newton-GMRES).

3.1 Druck-Korrektur-Vorkonditionierung

Diese Vorkonditionierer stammen von den Druck-Korrektur-Verfahren, die urspriing-
lich als stationdre iterative Losungsverfahren konzipiert worden sind. Um aus einem
Druck-Korrektur-Verfahren einen Vorkonditionierer zu erhalten, interpretiert man es
als Splitting-Verfahren. Bei einem Splitting-Verfahren wird die zu 16sende Matrix
zunéchst in einen (invertierbaren) Splitting-Operator und eine Fehlermatrix aufge-
spalten. Das heifit, der Operator A wird zerlegt in A = M — R. Umformung von 3.1
fithrt dann auf die Fixpunktiteration:

ut! u” . (un)
R I o I Ve T e 3.3
(3] = (5 +are—a () 53
Fiir das Residuum R" =r — A(u", p")7 gilt dann:

R"=(I—-AM HR" ' = (I - AM "R’
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Zeitschleife
for n=1,...N do:
u™ 0 _ unfl pn,O — pnfl
do: nichtlineare Schleife

F BT . . .
Erzeuge B _C und rechte Seite r wie in Kapitel 3.1

lineare Schleife
T n,i
Lose (F B ) (5“ ) = r mit GMRES

B -C op™*
und Vorkonditionierung bis das Residuum < egymgrgs ist.

Berechne das Newtonupdate:
un,i+1 — un,i + 6un,i
pn,i+1 — pn,i + 5pn,z

while (||u™™1 — u™||2 4 [[p™it! — p™[|2)2 > eNewton

Abbildung 3.1: Pseudocode des Newton-GMRES Algorithmus

Mit dem Banachschen Fixpunktsatz folgt, dass diese Fixpunktiteration linear konver-
giert, falls fiir den Spektralradius p(I — AM 1) < 1 gilt. Fiir eine schnelle Konvergenz
der Fixpunktiteration muss M ™! also eine gute Approximation von A~! sein. Tat-
séchlich lasst sich 3.3 auch als einfache Form eines Krylov-Unterraum-Verfahrens in-
terpretieren, das auf AM ™! angewendet wird [4, S. 177|. Verwendet man stattdessen
ein besseres Krylov-Unterraum-Verfahren wie GMRES und nutzt M als Vorkondi-
tionierer, so ist eine Beschleunigung des Konvergenzverhaltens zu erwarten.

Im Folgenden werden drei dieser Vorkonditionierer von den urspriinglichen Druck-
Korrektur-Verfahren abgeleitet. Die Interpretation der Druck-Korrektur-Verfahren
als algebraische Splitting-Verfahren wurde in [23| und [15] behandelt.

3.1.1 SIMPLE-Vorkonditionierer

Wie schon erwdhnt stammt der SIMPLE-Vorkonditionierer aus dem gleichnamigen
Losungsverfahren. Bei dem SIMPLE-Verfahren (Semi Implicit Method for Pressu-
re Linked Equations) wird die Impuls- und Kontinuitétsgleichung entkoppelt gelst.
Durch approximatives Losen der Impulsgleichung entsteht zunéchst eine Zwischen-
16sung fiir die Geschwindigkeitsfunktion. Anschliefend wird mithilfe der Kontinui-
tatsgleichung ein Update fiir Geschwindigkeits- und Druckfeld bestimmt, so dass die
Massenerhaltung eingehalten wird. Die einzelnen Schritte des SIMPLE-Verfahrens
lauten:

1. Wahle eine Initialwert p”
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2. Lose Fu"tz =1, — BTp"

3. Lose —(Bdiag(F)BT + C)ép =r, — Bu"*z + Cp”
4. Berechne u™! = u"*z — diag(F)~*BTop

5. Berechne p"*! = p" + adp

6. Falls Konvergenzkriterium nicht erfiillt ist, withle p* = p™*!

2.

und gehe zu Schritt

Der Parameter a € (0, 1] in Schritt 5 dient als Dampfungsfaktor fiir das Druckupda-
te und kann zur Konvergenzbeschleunigung verwendet werden. Wird das SIMPLE-
Verfahren als Splitting-Verfahren interpretiert, das heifft bringt man es in die Form
3.3 (mit u" = 0 und o = 1), so erhédlt man den SIMPLE-Vorkonditionierer

" (I O\(F 0\(I D'BT
SIMPLE = A Br—t 1)\0 -SJ\0 I
_(F 0\ (I D'BT
- \B —-S)\0 1
mit D = diag(F) der Diagonalen von F' und dem approximierten Schurkomple-
ment S = BD'BT + C. In dieser Form wird auch der Zusammenhang mit der
LDU-Zerlegung 3.2 sichtbar. Der SIMPLE-Vorkonditionierer entsteht, indem die LD

Blocke zusammengefasst werden und F' durch dessen Diagonale im U Block und im
Schurkomplement ersetzt wird. Das Inverse von Mspyprr berechnet sich zu:

vt _ (1 =DT'BT\ (1 0 I 0\ [(F!o0
SIMPLE =\ ] 0 -5)\-B 1)\ 0 I

Aus der Differenz A — M wird ersichtlich wie gut der Vorkonditionierer die Matrix
A approximiert. Mit o = 1 gilt:

0 BT —FD'BT
Esnipie = A — Msivpre = ( )

0 0

Falls die Diagonale D die wesentlichen Eigenschaften von F' widerspiegelt, wird diese
Fehlermatrix klein. Die folgende Variation des SIMPLE-Vorkonditionierers liefert in
der Praxis bessere Ergebnisse |26, 34].

3.1.2 SIMPLEC-Vorkonditionierer

Eine Verbesserung des SIMPLE-Vorkonditionierers entsteht, wenn D = diag(F)
durch eine Matrix mit mehr Informationen aus F' ersetzt wird. Der SIMPLEC-Vor-
konditionierer verwendet hierfiir die Diagonalmatrix mit der Reihensumme der Ab-
solutwerte von F als Diagonalelemente, gekennzeichnet als > |F|.
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Die restliche Vorgehensweise ist analog wie bei SIMPLE, das heift der Vorkon-

ditionierer lautet
F (Z !F )BT
MsivprLec = B _ S

mit dem approximierten Schurkomplement S = B(>" |F|)~'BT + C. Es gilt:

e - (3 EETY (02 (4, 0 ()

Wie bei SIMPLE ist « ein Ddmpfungsparameter in (0, 1]. Die Fehlermatrix berechnet
sich bei a =1 zu:

0 BT - F ) 1BT
Egivprec = A — Mspuprec = (0 (% 7)) )

3.1.3 SIMPLER-Vorkonditionierer

Das SIMPLER-Verfahren (Semi Implicit Method for Pressure Linked Equations Re-
vised) |21, 14| ist eine weitere Variante von SIMPLE. Der Unterschied ist, dass zu-
néchst eine Zwischenlésung fiir den Druck bestimmt und danach eine Zwischenlésung
fiir die Geschwindigkeit berechnet wird. Schliefslich wird mithilfe einer Projektion die
Kontinuitédtsgleichung erzwungen.

Mit D = diag(F) der Diagonalen von F und S = BD~'BT4C' die Approximation
des Schurkomplements lautet das SIMPLER-Verfahren:

1. Lose —Sp™*2 =r, — BD((D — F)u" +r,)
2. Lose Fu™"z =r, — BTp"ts

3. Lose —Sép =r, — Bu'*3

4. Berechne u"*! = u"*z — D-1BT§p

5. Berechne p"*! = p™z + p

6. Falls Konvergenzkriterium nicht erreicht wurde, setze p"*2 = p™*! und gehe
zu Schritt 2.

Fiir die Matrixdarstellung des SIMPLER-Vorkonditionierer werden eine Reihe von
Matrizen bendotigt:

I —D'BT F 0
T= (O al ) M= (B —5)

F BT I 0
M = (0 —S) L= (—BD—1 [)
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Die Variable « in T' ist wieder ein Dampfungsparameter aus (0, 1]. Mit diesen Ma-
trizen hat der SIMPLER als Vorkonditionierer die Gestalt [15]:

Mipprpr =TM ' = TM 1AM Ty, + M; T,

3.4
=(TM YT "My, — A)+ )M 'Ty, (3:4)
Die Form 3.4 ist allerdings aus numerischer Sichtweise ungiinstig. Eine Verbesserung
ergibt sich, wenn der Term M (T, ' M — A) explizit aufgestellt wird:

0 0
-1 —1 —_ = ~ =
MTHT M = 4) (—S—lB(D—lF ) o) K
Dadurch reduziert sich der Aufwand unter anderem um das Losen eines Gleichungs-
systems mit dem Operator F', das in der Invertierung der Matrix M notwendig
gewesen wire. Die numerisch optimierte Version des SIMPLER-Vorkonditionierers

lautet also
Mgnprer = (TK + 1)M'Ty,

wobei die Matrizen T, My, und T}, wie oben definiert sind. Obwohl die Fehlermatrix
A — MgspvprLer in allen Blocken Eintrage ungleich Null enthalt, werden wir spéter
sehen, dass dieser Vorkonditionierer sehr gut Ergebnisse liefert.

3.2 Approximate-Commutator-Vorkonditionierung

Die Vorkonditionierer aus dem vorherigen Abschnitten stammen von klassischen Ver-
fahren, die zunichst als eigenstidndige Loser entwickelt wurden. Die Approximate-
Commutator-Vorkonditionierer sind dagegen speziell als Vorkonditionierer entworfen
worden. Sie verwenden als Grundlage die DU Komponente der LDU-Zerlegung 3.2
und konzentrieren sich auf eine moglichst gute Approximation des Schurkomple-
ments. Konkret lautet die Zerlegung

A= (5 Y = (ph O (5 )

wobei S = BF BT + C das Schurkomplement ist. Als Vorkonditionierer M wihlt
man die rechte Komponenten der Zerlegung mit einer geeigneten Approximation des

Schurkomplements S, das heift:
F BT
M = ( 0 _ S*) (3.5)

Das vorkonditionierte System hat dann die Gestalt:

a_ (I 0
AM _(BF1 SS~1 (3.6)
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Mit S = S sind alle Eigenwerte der Matrix 3.6 gleich 1 und weiter kann gezeigt
werden, dass sie Jordanblocke der maximalen Grofe 2 besitzt [20]. Diese beiden
Eigenschaften reichen aus, um zu zeigen, dass GMRES angewendet auf 3.6 innerhalb
von zwei Iterationen konvergiert. Mit einer guten Approximation des Schurkomple-
ments ist also eine schnelle Konvergenz des vorkonditionierten Systems zu erwarten.

Fiihrt man eine Blockfaktorisierung von M ~! durch, so sieht man, dass bei An-
wendung des Vorkonditionierers ein lineares Problem mit F' und eines mit dem Schur-
komplement gelost werden muss:

w665

Wihrend zur Losung von F~1 effiziente iterative Methoden wie Mehrgitterverfah-
ren eingesetzt werden konnen, ist das Schurkomplement S eine vollbesetzte Matrix
und eine Invertierung bei grofser Dimension nicht durchfithrbar. Das Ziel eines guten
Approximate-Commutator-Vorkonditionierer ist also, mit S einerseits eine gute An-
ndherung an das Schurkomplement zu definieren, die andererseits aber eine effiziente
Anwendung des Vorkonditionierers ermdéglicht.

3.2.1 Druck-Konvektions-Diffusions-Vorkonditionierer

Der Druck-Konvektions-Diffusions-Vorkonditionierer (PCD) [4] konstruiert eine N&-
herung des Schurkomplements mithilfe eines Kommutators. Die Herleitung basiert
auf der Verwendung der Picard-Iteration als nichtlinearen Loser. Auflerdem gehen
wir zunichst von unstabilisierten Finite-Elementen aus. Das heift, die Blockmatrix
A ist wie in Abschnitt 2.2 mit §; = 05 = 0 definiert. Beide Einschrinkungen konnen
zum Schluss aber aufgehoben werden.

Unter den genannten Voraussetzungen besteht die Matrix F' aus einer diskreten
Version des Konvektions-Diffusions Operators £ = id k~! —vA+u-V auf dem Raum
X" Dabei ist u das Geschwindigkeitsfeld der letzten Picard-Iteration (vgl. 2.4). Es
wird nun angenommen, dass ein analoger Operator £, = (id k™' — vA +u - V), auf
dem Druckraum M" existiert (obwohl nicht fiir alle Funktionen aus M" C L?(2) der
Differentialoperator definiert ist). Betrachten wir nun den Kommutator von £ und
L, mit dem Gradientenoperator: £ := LV — V.L,. Der Kommutator verschwindet,
falls u konstant ist. Das motiviert die Annahme, das £ auch noch fiir glatte u in
einem gewissen Sinne klein ist. Damit erhédlt man durch Multiplikation mit dem
Divergenzoperator:

AL~V - LTV (3.7)
Die diskrete Version von 3.7 hat die Gestalt:
(Q,'Ap)(Q, )t = (Q,'B)(Q'F) Q™' B") (3.8)

F bzw. F, sind das diskrete Analogon des Konvektions-Diffusions Operators auf dem
Geschwindigkeits- bzw. Druckraum, A, der diskrete Laplace-Operator, BT entspricht
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dem Gradientoperator und B dem Divergenzoperator. Die Inversen der Massenma-
trizen ) auf dem Geschwindigkeitsraum und ), auf dem Druckraum werden jeweils
fir die richtige Skalierung bendtigt. Multiplikation von links mit @), in 3.8 liefert
schlieflich:

AF'Q, ~ BF'BY

Auf der rechten Seite steht das Schurkomplement S = BF~'BT da wegen 6; = 0
auch C = 0 gilt. Damit erhélt man eine Approximation des Schurkomplements fiir
unstabilisierte Finite-Elemente:

Spep = A, F,'Q, ~ BF'B” (3.9)

Der PCD-Vorkonditionierer ist der Operator 3.5 mit der Schurkomplement-Appro-
ximation ngD.

Was passiert aber bei Verwendung einer stabilisierten Diskretisierung, also falls
51 # 0 # & gilt? Die Matrizen F, B, BT enthalten dann zusiitzliche Stabilisie-
rungsterme und es gilt C' # 0. Damit hat das Schurkomplement dann die Form
S = BF'BT + C. Trotzdem kann 3.9 auch fiir stabilisierte Diskretisierungen ver-
wendet werden [4, S. 349], das heift es gilt:

Seep = A, F,'Q, ~ BF'BT 4+ C

Da F, dem Operator F' im Druckraum entsprechen soll, miissen die Stabilisierungs-
terme in F' auch in den kiinstlichen Operator F), iibertragen werden. Das heift, [},
ist ein stabilisierter Konvektions-Diffusions-Operator auf dem Druckraum.

Betrachten wir die Konstruktion der kiinstlich eingefiihrten Operatoren A,, F,
und @, néher. Bei der Picard-Iteration hat F'im unstabilisierten Fall (d.h. §; = 05 =
0) die Form:

n,i+1 un7i+1

5 ,0)+v(V 5

F =@t o)kt + @ v : Vo)

F, ist der gleiche Operator wie F, jedoch iibertragen auf den Druckraum. Man erhélt
F, also durch Ersetzen von u™**! durch p™**! und Verwendung von Testfunktionen
aus dem Druckraum:

n,i+1

2

n,i+1

2

p p

Fy= " ok, + (@™ -V Q)+ v(V . Vq)

Die stabilisierte Version von F), enthélt zusétzlich die d; und d, Terme:

4 it n,i+1
By =™ gk, + (@ Vo1 q) + (Vg : Vo)
) pn,i—l-l ) pn,z’+1
+51(an’l'v—7ﬂnﬂ'VQ)+52(V' >V'U)

2
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Der diskrete Laplace-Operator A, ist definiert als
Ap — (vpn,i+l’ VQ)

wobei die Stabilisierungsterme bei einer ¢G(1)cG(1)-Diskretisierung wegfallen. Die
Massenmatrix (), berechnet sich analog wie auf dem Geschwindigkeitsraum durch:

Qp = (p""*',q)

Eine offene Frage ist die Wahl der Randbedingungen fiir die kiinstlichen Operatoren
F, und A,. Verschiedene Untersuchungen ergaben, dass es giinstig ist, fiir Rand mit
einstromendem Fluid eine Dirichlet-Randbedingung und auf dem Rest eine natiirli-
che Neumann-Randbedingung festzulegen, siehe [10] und [4, S. 348|. Dabei spielt der
eigentliche Wert der Dirichlet-Randbedingung keine Rolle, da er nur in die rechte Sei-
te eingeht und diese bei der Erstellung des PCD-Vorkonditionierers nicht verwendet
wird.

Wegen der fiir die Konstruktion notwendigen kiinstlichen Operatoren ist der
PCD-Vorkonditionierer kein “Black-Box’-Algorithmus. Dadurch entsteht einerseits
bei der Anwendungsentwicklung zusétzlicher Aufwand, aber auch die Assemblierung
dieser Operatoren wihrend der Laufzeit darf nicht unterschitzt werden. Da zudem
die Frage der Randbedingungen nicht vollstindig beantwortet ist, wird im néchsten
Abschnitt eine Variante des PCD-Vorkonditionierers vorgestellt, der nur die Infor-
mationen des zu l6senden Gleichungssystems benotigt.

3.2.2 LSC-Vorkonditionierer

Der LSC-Vorkonditionierer erstellt die Matrix F}, aus dem vorherigen Abschnitt durch
Losen eines Kleinste-Quadrate-Problems mit dem Kommutator £. Damit kann der
Vorkonditionierer vollautomatisch konstruiert werden, das heitt man erhélt einen
“Black-Box"-Algorithmus. Der LSC Algorithmus ist in seiner Grundform nicht fiir
stabilisierte Diskretisierungen geeignet, weshalb nun §; = 65 = 0 angenommen wird.
Im néchsten Abschnitt wird dann eine Erweiterung vorgestellt die diese Einschran-
kung aufhebt.

Fiir die Herleitung des LSC-Vorkonditionierers wird das Schurkomplement &hn-
lich wie bei PCD extrahiert. Sei dafiir £ der Kommutator aus dem vorherigen Ab-
schnitt: £ := LV — VL. Das diskrete Analogon lautet:

& = (Q7'F)(Q'B") = (Q7'B")(Q,'F) (3.10)

Multiplikation von links mit BF~'@Q und von rechts mit F, '@, zusammen mit der
Annahme &, ~ 0 isoliert das Schurkomplement:

BF'B" ~ BQ7'B"F,'Q, (3.11)

Allerdings enthélt 3.11 den kiinstlichen Operator F},, der eine vollautomatische Kon-
struktion des Vorkonditionierers verhindert. Die Idee ist nun, F}, so zu wéhlen, dass
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der Kommutator &, in 3.10 minimiert wird. Dieser Minimierungsprozess von &, wird
spaltenweise durchgefiihrt. Das heift, jede Spalte [F,]; wird so gewdéhlt, dass der
Term

Q™' FQ™'B"]; - Q7'B"Q, '[Fille (3.12)
minimal ist. Dabei ist ||-||¢ die induzierte Norm des diskretisierten Lo-Skalarprodukts

auf dem Geschwindigkeitsraum: (u,v)g = (Qu,v). Die Losungen fiir 3.12 findet man
mittels der Normalgleichungen. Sie lauten:

leBQ—lBTQ;I[Fp]j — [Q;lBQ_lFQ_lBTb
Somit kann £}, geschrieben werden als:
F, = Q,(BQ™'B")(BQ™'FQ™'B")

Substitution von F}, in 3.11 fiihrt schliefslich auf folgende Approximation des Schur-
komplements:

BF'B" = (BQ™'B")(BQ'FQ™'B") ' (BQ™'B")

Eine kleine Modifikation ist notwendig, um den LSC-Vorkonditionierer zu erhalten.
Fiir viele Diskretisierungen ist das Inverse der Massenmatrix Q! eine dichte Matrix
und daher schwierig 16sbar. Mit dem sogenannten “mass lumping” wird daher @)
durch eine einfache Matrix Q ersetzt. Eine giangige Wahl ist die Einschrénkung auf
die Diagonalelemente Q = diag(Q). Insgesamt approximiert LSC das Inverse des
Schurkomplements durch:

Side = (BQ™'BT) {(BQ'FQ'BT)(BQ'BT)!

3.2.3 LSC-Vorkonditionierer fiir stabilisierte Diskretisierun-
gen

Elman et al. veroffentlichte 2007 eine Erweiterung des LSC-Vorkonditionierers fiir
stabilisierte Finite-Elemente-Diskretisierungen (SLSC) [3]. Die Methode sieht aller-
dings nur eine Stabilisierung durch die Einfiihrung des C' Blocks in der zu 16senden
Blockmatrix vor. Die hier eingesetzte G2-Methode stabilisiert dagegen zusétzlich die
Matrizen F', B und BT (sieche 1.13). Im Rahmen dieser Arbeit wurden geeignete Ska-
lierungsparameter fiir den SLSC-Vorkonditionierer entwickelt, die den Einsatz von
SLSC mit der G2-Stabilisierung méglich machen. Zunéchst wird aber die Grundform
des SLSC-Vorkonditionierers vorgestellt.

Definition 1 (SLSC-Vorkonditionierer). Das inverse Schurkomplement fir stabili-
sierte uniforme Gitter kann approximiert werden durch

S’ELlsc = 37—1 + S;l

mit

S = (BQT'BT +1C) (BQT'FQ™'BT)(BQ' BT +1C) !



3.2. APPROXIMATE-COMMUTATOR-VORKONDITIONIERUNG 29

und:
S:t=aD™, D := diag(Bdiag(F)'B" + C)

Dabei ist C eine Stabilisierungsmatriz und .,y € R sind Stabilisierungsparameter.

Mit C' := C' = —§,(V1), V) erhielte man den originalen SLSC-Vorkonditionierer.
Fiir den Einsatz mit einer G2-Stabilisierung ist die Skalierung durch 4, allerdings un-
geeignet. Die in dieser Arbeit konstruierten Variante verwendet daher die unskalierte
Matrix in SLSC:

C = —(V, V) = 5110

Die in [3] urspriinglich empfohlenen Stabilisierungsparameter « und + liefern bei der
G2-Methode keine guten Ergebnisse und miissen ebenfalls angepasst werden. Der
Grund ist auch hier die zusétzliche Stabilisierung in den Matrizen F', B und BT. Ziel
bei der Suche geeigneter Parameter o und v waren kleine Iterationszahlen, moglichst
unabhingig von Problemgréfte und Viskositdt. Ein manuell durchgefiihrter Optimie-
rungsprozess fiir die mit der G2-Methode stabilisierten ¢G(1)cG(1)-Diskretisierung
ergab folgendes Ergebnis fiir a:

1
= J(Bdiag(F)-'BTD1)

Dabei bezeichnet p den Spektralradius. Fiir v muss zwischen einem konvektionsdo-
minanten und nicht-konvektionsdominanten Problem unterschieden werden. Ist die
Stromung konvektionsdominant, wiahlt man

_d-h - p(F)
- &k plF)

wobei h die Gittergroke und d die Anzahl der Freiheitsgrad des Gitters ist. Ansonsten
wird v gesetzt zu:
_ p(F)

9v
Man beachte, dass die Parameter o und ~ rein experimentell ermittelt wurden. Ob-
wohl die Wahl der Parameter schon so gute Ergebnisse liefern, gibt es mit Sicherheit
noch Raum fiir Verbesserungen.
Tabelle 3.1 und 3.2 auf Seite 30 vergleicht die originalen SLSC-Vorkonditionierer
mit den angepassten Parametern fiir die G2-Stabilisierung'. Eine genauere Untersu-

chung des SLSC-Vorkonditionierers mit den angepassten Parametern folgt in Kapitel
5.

v

L' Als Testbeispiel diente das 2D-Benchmark aus Kapitel 5 mit CFL=0,1.
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Unbekannte Original Angepasste
Parameter = Parameter

0,03-10°  152,5 A1
0,13-10 > 400 40
0,5 108 > 400 40

Tabelle 3.1: Durchschnittlich notwendige GMRES Iterationen fiir die Losung eines
Problems der Form 3.1 mit dem originalen SLSC-Vorkonditionierer und mit ange-
passten Parametern. Die Viskositét ist ¥ = 107°, d.h. konvektionsdominanter Fall.

Unbekannte Original Angepasste
Parameter Parameter

0,03 - 10° > 400 34

0,13 - 106 > 400 33

0,5-106 > 400 38

Tabelle 3.2: Wie Tabelle 3.1, aber mit ¥ = 1,0, womit man den nicht konvektions-
dominanten Fall erhélt.



Kapitel 4

Softwareumgebung

Im Rahmen der Diplomarbeit wurden die in Kapitel 3 vorgestellten Block-Vorkon-
ditionierer implementiert und getestet. Dieses Kapitel gibt eine kurze Einfiihrung in
die Softwareumgebung und die neu entwickelten Softwareklassen.

Als Softwaregrundlage dient das Paket Trilinos 9.0 [29]. Trilinos ist eine Samm-
lung numerischer Algorithmen, die alles enthélt, um partielle Differentialgleichungen
numerisch zu 16sen. Die hierfiir wichtigsten Pakete in Trilinos sind:

Epetra Epetra stellt Basisklassen fiir die Konstruktion und Manipulation von Ma-
trizen und Vektoren bereit. Epetra ist parallelisierbar, was schnelle Berech-
nungen auf verteilten System erlaubt. Alle folgenden Pakete benutzen Epetra
Datentypen als Basistyp.

Thyra Diese Paket enthilt abstrakte Interfaces zu Vektorrdumen, Vektoren und
linearen Operatoren und wird von vielen Losern in Trilinos verwendet. Die
im Rahmen der Diplomarbeit implementierten Vorkonditionierer verwenden
sowohl Thyra als auch Epetra Datentypen.

AztecOO AztecOO umfasst eine Menge von parallelen iterativen Losern und Vor-

konditionierern. Es enthélt insbesondere Krylov-Unterraum-Verfahren wie GM-
RES, GMRESR und BiCGStab.

Amesos Amesos besteht aus einer Sammlung von Direktlosern fiir diinnbesetzte
lineare Probleme. Es unterstiitzt auch externe Bibliotheken wie SuperLU _dist
[17], eine schnelle parallele L.U-Zerlegung, die im Folgenden als Direktloser
verwendet wird.

ML ML ist ein Paket fiir algebraische Mehrgittervorkonditionierung. Auf die Mehr-
gitterverfahren wird in Kapitel 6.3 genauer eingegangen.

Stratimikos Das Stratimikos Paket stellt einen einheitlichen Zugriff zu linearen
Losungsverfahren und Vorkonditionierern zur Verfiigung. Mit Stratimikos ist es
einfach, eine grofte Menge von verschiedenen Losungsverfahren auszuprobieren.
Insbesondere unterstiitzt Stratimikos die Pakete AztecOO, Amesos und ML.
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In dieser Arbeit wird Stratimikos benutzt, um die auftretenden Teilprobleme
in den Vorkonditionierern zu losen.

Meros Meros ist ein Paket fiir Block-Vorkonditionierer in Trilinos. Die im Rahmen
der Diplomarbeit entwickelten Vorkonditionierer erweitern das Meros Paket.

Sundance Sundance ist ein System fiir die Losung von partiellen Differentialglei-
chungen. Es enthilt insbesondere einen Finite-Elemente Code, der in dieser
Arbeit verwendet wird, um die linearen Probleme zu erzeugen.

Die Navier-Stokes-Gleichungen werden in Trilinos folgendermafen gelost. Zu-
nachst wird die schwache Form der linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen in Sun-
dance beschrieben. Dann miissen ein Gitter, die gewiinschten Anfangs- und Randbe-
dingungen und der zu verwendende Finite-Elemente-Raum angegeben werden. Mit
diesen Informationen kann der Assembler von Sundance das lineare Gleichungssys-
tem aufstellen. Je nach gewéhlter Linearisierung der Navier-Stokes-Gleichungen ent-
spricht das genau den linearen Problemen, die in Kapitel 2 erarbeitet wurden.

Bei Verwendung des Newton-Verfahrens oder der Picard-Iteration werden die da-
bei entstehenden Gleichungssysteme mit GMRESR! und Vorkonditionierung geldst.
Der Vorkonditionierer wird mithilfe des Meros Pakets erstellt. Dieser wird dann, zu-
sammen mit dem linearen Problem selbst, an das Paket AztecOO weitergegeben.
AztecOO 16st schliefslich das System iterativ mit GMRES unter Verwendung des
Vorkonditionierers.

Es folgt nun eine Beschreibung der neu entwickelten Vorkonditionierer in dem
Paket Meros. Obwohl der PCD- und SIMPLE-Vorkonditionierer schon vorhanden
waren, wurden sie von Grund auf neu implementiert, um eine einheitliche Schnitt-
stelle fiir den Anwender zur Verfiigung zu stellen. Jeder Vorkonditionierer besteht aus
einer OperatorSource-Klasse, die die fiir die Konstruktion notwendigen Operatoren
als Epetra Matrizen speichert, und einer PreconditionerFactory-Klasse, mit dessen
Hilfe der Vorkonditionierer konstruiert wird. Das Meros Paket wurde um folgenden
Vorkonditionierer erweitert:

Meros SIMPLE Enthélt den SIMPLE- und SIMPLEC-Vorkonditionierer. Bei der
Anwendung werden die Klassen SIMPLEOperatorSource und SIMPLFEPrecon-
ditionerFactory benutzt. Der Konstruktor von SIMPLEOperatorSource erwar-
tet die Matrizen F', B und BT und C als Eingabe. Dem SIMPLEPrecond:i-
tionerFactory-Konstruktor muss fiir die Invertierung von F und S jeweils ein
Losungsverfahren angegeben werden. Zusatzlich hat der Benutzer die Moglich-
keit zwischen SIMPLE und SIMPLEC zu wéahlen und den Dampfungswert
zu setzen. Fehlen diese Angaben, wird standardméfig SIMPLEC und o = 1,0
ausgewahlt.

Meros  SIMPLE2 Meros_ SIMPLE2 entspricht Meros_ SIMPLE mit dem Unter-
schied, dass das Schurkomplement nicht explizit ausgerechnet wird. Das erspart

!Eine Variante von GMRES, auf die spéter niher eingegangen wird
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Rechenzeit, hat allerdings den Nachteil das keine direkten Loser und kein Mehr-
gitterverfahren verwendet werden konnen (sieche Kapitel 7). Im Normalfall,
sollte man daher die Meros SIMPLE bevorzugen. Die OperatorSource-Klasse
ist SIMPLEOperatorSource. Der Konstruktor SIMPLE2PreconditionerFactory
verwendet die gleichen Parameter wie bei Meros  SIMPLE.

Meros SIMPLER Der SIMPLER-Vorkonditionierer benotigt fiir die Konstrukti-
on zusitzlich die Diagonalmatrix der Massenmatrix (). Daher erwartet SIMP-
LEROperatorSource neben F, B und BT und C auch einen Vektor, der die
Diagonaleintrige von () enthilt. Die Parameter von SIMPLER Preconditioner-
Factory sind analog wie bei Meros SIMPLE (allerdings ohne die SIMPLEC
Option).

Meros PCD Der PCD-Vorkonditionierer in Meros. Da zusétzlich kiinstliche Ope-
ratoren bei der Konstruktion des Vorkonditionierers bendtigt werden, erwartet
PCDOperatorSource neben F, B, BT und C auch die Matrizen F,, A, und
den Vektor @),. Da F, und A, bei der Konstruktion invertiert werden, benétigt
der Konstruktor von PCDPreconditionerFactory jeweils Losungsverfahren fiir
Probleme mit diesen Operatoren.

Meros SLSC [Fiir die Konstruktion des SLSC-Vorkonditionierers erwartet SLS-
COperatorSource die Operatoren F, B und B” und C und den Vektor mit
den Diagonalelementen der Massenmatrix ). Fiir die Konstruktion von SLSC
miissen Losungsverfahren fiir die Invertierung von F und BQ 'BT +~C iiber-
geben werden. Optional kénnen auch die Parameter fiir die Eigenwertprobleme
bei der Berechnung von a und ~y festgelegt werden. Die Standardvorgaben sind
jedoch optimiert und funktionieren in den meisten Féllen zufriedenstellend.

Die Angabe der Losungsverfahren in den PreconditionerFactory-Klassen lduft iiber
das Trilinos Paket Stratimikos. Letztlich handelt es sich um eine Liste mit Parame-
tern, die angeben welcher Losungsalgorithmus mit welchen Einstellungen verwendet
werden soll. Eine Liste mit giiltigen Parametern findet sich in der Dokumentation
von Stratimikos?.

Betrachten wir zum Schluss exemplarisch die Erstellung des SIMPLEC-Vorkon-
ditionierers mit Meros. Die OperatorSource-Klasse speichert alle Informationen, die
zur Erstellung des Vorkonditionierers notwendig ist.

1 <class SIMPLEOperatorSource : virtual public LinearOpSourceBase<double>
2 {

3 public:

4 /*¥* \brief Default constructor. #*/

5 SIMPLEOperatorSource (Epetra_CrsMatrix* S00,

6 Epetra_CrsMatrix* 501,

7 Epetra_CrsMatrix* S10,

8 Epetra_CrsMatrix* S11);

Zhttp://trilinos.sandia.gov/packages/docs/dev/packages/stratimikos/doc/html/
classStratimikos_1_1DefaultLinearSolverBuilder.html
(besucht am 13.6.2009)


http://trilinos.sandia.gov/packages/docs/dev/packages/stratimikos/doc/html/classStratimikos_1_1DefaultLinearSolverBuilder.html
http://trilinos.sandia.gov/packages/docs/dev/packages/stratimikos/doc/html/classStratimikos_1_1DefaultLinearSolverBuilder.html
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9 [...]

10 3}
Die Klasse SIMPLEOperatorSource erwartet also die vier Blockmatrizen F, BT, B
und C'. Diese Objekt wird spater der SIMPLEPreconditionerFactory-Klasse iiberge-
ben:

1 class SIMPLEPreconditionerFactory

2 public Thyra::PreconditionerFactoryBase <double>

3 {

4 public:

5 /* Constructor for the SINPLE preconditioner factory.

6 * Takes an Stratimikos parameter list for the F and H¥s,

7 * a daemping factor and o switch for the SIMPLEC preconditioner.

8 +/

9 SIMPLEPreconditionerFactory (

10 RCP<Teuchos::ParameterList > F_SolveStrategy,

11 RCP<Teuchos::ParameterList > Ms_SolveStrategy,

12 double alpha,

13 bool SIMPLEC

14 )

15

16 /* Create an (uninitialized) Linearlperator object to be initalized as
the

17 *# preconditioner later in this->initializePreclOp ().

18 */

19 RCP<Thyra::PreconditionerBase <double> > createPrec() const;

20

21 /* Initialize the SINPLEPreconditioner object */

22 void initializePrec([...])

23 [...1

24}

Der Konstruktor nimmt wichtige Parameter fiir die Erstellung des Vorkonditionierers
entgegen. Zum einen muss ihm mitgeteilt werden, welche Losungsverfahren fiir die
Teilprobleme verwendet werden sollen. Im Fall von SIMPLEC sind ein Losungsver-
fahren fiir F~! und S~' anzugeben. Zudem kann mit alpha der Diampfungsfaktor
festgelegt werden (vgl. 3.1.2). Der letzte Parameter gibt schlieflich an ob der SIM-
PLE oder SIMPLEC Vorkonditionierer erstellt werden soll. Die initialize Prec nimmt
schlieflich das SIMPLEOperatorSource-Objekt entgegen und konstruiert den Vor-
konditionierer.

Eine typische Vorgehensweise zur Erzeugung des Vorkonditionierers lautet also:

1 // F, Bt, B, (C are of type Epetra::Epetra_CrsHatric

2 RCP<const LinearOpSourceBase<double> > mySLSCopSrcRcp = rcp(new
SIMPLEOperatorSource (F,Bt,B,C));

3 // tnvFParams, tinvHParams are of type (Teuchos::RCP<Teuchos::
Parameterlist> paramlist

4 RCP<PreconditionerFactoryBase <double> > merosPrecFac = rcp(new
SIMPLEPreconditionerFactory(invFParams, invHParams, 1.0, true));

5 RCP<PreconditionerBase <double> > Prcp = merosPrecFac ->createPrec();

6 merosPrecFac->initializePrec (mySLSCopSrcRcp, &*Prcp);



Kapitel 5

Benchmarks der Losungsverfahren

Ziel dieses Kapitels ist es, die vorgestellten Ldsungsverfahren fiir die stabilisierte
¢G(1)cG(1)-Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen zu vergleichen. Dafiir be-
rechnet jedes Losungsverfahren einen Zeitschritt eines Benchmarkproblems und es
werden die Iterationen bis zur Erreichung des Abbruchkriteriums gezéhlt. Bei Ver-
wendung des Newton-Verfahrens oder der Picard-Iteration werden neben der Anzahl
der Iterationen des nichtlinearen Losers zusitzlich die Iterationen des (iterativen)
linearen Loser gemessen (vergleiche mit Abbildung 3.1 auf Seite 21). Das Losen
eventuell auftretender Teilprobleme (wie z.B. lineare Probleme mit den Operatoren
F, S, ..) wird in diesem Kapitel nicht untersucht.

Dass keine Zeitmessung durchgefiihrt wird, hat folgenden Grund: In jedem Lo-
sungsverfahren treten jeweils unterschiedliche Teilprobleme auf. Bei einer Zeitmes-
sung héingt die Laufzeit jedoch stark von der Losungsdauer dieser Teilprobleme ab.
Das heifst, fiir jedes Losungsverfahren miissten zundchst optimale Loser fiir die Teil-
probleme gefunden werden. Der Aufwand hierfiir wire viel zu grof. Stattdessen wird
mithilfe der Tterationszahlen (die unabhéngig vom Losungsverfahren der Teilproble-
me sind) ein gutes Losungsverfahren ausgewéhlt. In Kapitel 6 werden dann fiir dieses
Losungsverfahren gute Loser fiir die auftretenden Teilprobleme gesucht.

5.1 Benchmarkproblem

Um die Losungsverfahren miteinander vergleichen zu kénnen, wird eine gemeinsa-
mes Benchmarkproblem benétigt. In dem DFG-Forschungsprojekt “Flow Simulation
with high-perfomance computers” [31] wurde solch ein Problem fiir 2D und 3D vorge-
stellt, das in einer leicht verdnderten Form als Grundlage dienen soll. Aufgabe ist es,
in einem Kanal den Fluss um einen Kreis in 2D bzw. um einen Zylinder in 3D zu be-
rechnen. Die genauen Abmessungen sind in Abbildung 5.1 bzw. 5.2 auf der néchsten
Seite beschrieben. Man beachte, dass der Kreis (bzw. Zylinder) nicht genau mittig
plaziert ist. Dadurch erwartet man, dass bei niedrigen Viskositdten unsymmetrische
Turbulenzen in der Losung auftreten. In dem Benchmark wird ohne Volumenkrifte
gerechnet, das heifst es gilt f =0 in 1.1.
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Abbildung 5.1: 2D-Benchmarkproblem
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Abbildung 5.2: 3D-Benchmarkproblem
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v =10.01 v = 0.001
v = 0.0001 v=1e—5
vr=1e—6

Abbildung 5.3: Losung des 2D-Problems fiir verschiedene Viskositéiten.

Von links stromt das Fluid mit einer definierten Geschwindigkeit in den Kanal
hinein und auf der rechten Seite ohne Widerstand wieder hinaus. Die maximale Ein-
flussgeschwindigkeit betrdgt in 2D 1,5 und in 3D 0,4. An den Seitenwinden und
dem Zylinder haftet das Fluid. Das heift, es gelten Dirichlet-Randbedingungen am
Einlass, den Seitenwinden und dem Zylinder. Das widerstandslose Herausflielsen auf
der rechten Seite wird durch natiirliche Randbedingungen simuliert. Fiir die Diskre-
tisierung wird das Gebiet mit einem Gitter versehen. Als Gitterelemente werden in
2D Dreiecke und in 3D Tetraeder verwendet. Die 2D-Gitter sind um den Kreis leicht
verfeinert, in 3D sind sie uniform.

Fiir eine vollstdndige Beschreibung des Benchmarkproblems fehlt somit nur noch
der Wert der Viskositdt v. Da sich das Problem wesentlich mit der Viskositdt dn-
dert, werden die Benchmarks mit unterschiedlichen v-Werten durchgefiihrt. Die 2D-
Losungen der untersuchten Viskositédten zum Zeitpunkt ¢ = 2,0 zeigt Abbildung 5.3.
Es ist gut ersichtlich, wie die Turbulenzen mit sinkender Viskositdat zunehmen. Um
diese Turbulenzen numerisch auflésen zu kénnen, werden sehr feine Gitter benotigt.
Wihrend die Probleme mit der dafiir notwendigen Gitterweite in 2D noch bere-
chenbar sind, sprengt der 3D-Fall die verfiigharen Rechenkapazititen. Mit den hier
verwendeten Gittern kann das 3D-Benchmarkproblem daher nur fiir v > 10~* berech-
net werden. Fiir kleinere Viskositdtswerte divergiert sowohl das Newton-Verfahren
als auch die Picard-Tteration sobald Turbulenzen auftreten. Es sei noch angemerkt,
dass eine Erhohung der Stabilisierungsparameter r; und ke in der ¢G(1)cG(1)-
Stabilisierung die Konvergenz wiederherstellen kann (vgl. Abschnitt 1.3). Die da-
durch eingefiihrte kiinstliche Diffusion dampft die auftretenden Turbulenzen aller-
dings so stark, dass sie in der Losung nicht wiedererkennbar sind. Im restlichen Teil
der Arbeit sind die Stabilisierungsparameter k| = ko = 4.0 gesetzt, womit eine gute
Kombination von Stabilisierung und Ldsungsgenauigkeit erreicht wird.

Fiir eine vollstdndige Analyse der betrachteten Losungsverfahren werden sie unter
unterschiedlichen Bedingungen getestet. Dabei werden folgenden Parameter variiert:
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Anzahl der Unbekannten Knoten im 2D-Gitter Knoten im 3D-Gitter

33-10° 11-10° 8- 10°
131-10° 44 -10° 33-10°
524 - 10° 175 - 10° 131-10°

Tabelle 5.1: Zusammenhang von Problemgrofe und Anzahl der Gitterkonten.

o Die Feinheit des Gitters und resultierend daraus die Anzahl der Unbekannten

im System. Fiir 2D und 3D werden jeweils drei verschiedene Gitter verwendet.
Sie sind so konstruiert, dass die resultierende Anzahl der Unbekannten 33 - 10,
131 - 10® und 524 - 103 betriigt und seien im Folgenden durch 0,03M, 0,13M
und 0,5M abgekiirzt. Dabei berechnet sich die Anzahl der Unbekannten durch
die Tatsache, dass bei einer ¢G(1)cG(1)-Diskretisierung pro Knoten 3 (bzw.
4) Unbekannte in 2D (bzw. 3D) gespeichert werden, nédmlich die Geschwindig-
keit in 2 (bzw. 3) Richtungen und der Druck. Der Zusammenhang zwischen
Gitterknoten und Anzahl der Unbekannten ist in Tabelle 5.1 illustriert.

Die Viskositét v. In 2D kénnen mit den verwendeten Gittern Viskositéten bis zu
v = 107% untersucht werden. In 3D wird, wie schon erwihnt, nur bis v = 1074
gerechnet.

Die CFL-Zahl. Sie ist definiert als:

CFL = max
i=1..d

Bei gleicher Problemstellung beschreibt die CFL-Zahl im wesentlichen das Ver-
héltnis zwischen Gittergrofe h und Zeitschrittweite At. Wie man aus den nu-
merischen Ergebnissen ablesen kann, gilt fiir das 2D Benchmarkproblem die
Niherung max |u| &~ 2 und max |u| ~ 0,5 in 3D. Damit kann aus einer gew#hl-
ten CFL-Zahl die Zeitschrittweite berechnet werden. Zum Beispiel erhélt man
in 2D fiir CFL = 1,0 und Gitter mit 0,5M den Wert &k, = 1,2-1073.

Bei gleichbleibendem Gitter ist die CFL-Zahl proportional zu dem Zeitschritt
k,. Ist die Aufgabe, die Losung zu einem bestimmten Zeitpunkt zu berechnen,
ist es giinstig, grofse Zeitschritte zu wahlen. Mit steigender Schrittweite sind
die auftretenden Probleme jedoch schwieriger zu 16sen (im Sinne von steigender
Iterationszahlen der nichtlinearen und linearen Loser). Um Turbulenzen richtig
simulieren zu kénnen, ist bei der Wahl des Zeitschritts automatische eine obere
Schranke gegeben.

Von einem guten Losungsverfahren wird erwartet, dass die notwendigen Iteratio-
nen moglichst unabhéngig von diesen Parametern sind. Folgende Losungsverfahren
werden unter diesem Gesichtspunkt untersucht:

e Splitting-Verfahren
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e Newton-GMRESR-SIMPLEC,

d.h. ein Newton-Verfahren fiir die nichtlineare Gleichung und GMRESR mit
SIMPLEC-Vorkonditionierer fiir die linearen Gleichungen. GMRESR [33] ist ei-
ne Erweiterung von GMRES, die den Einsatz eines variablen Vorkonditionierers
erlaubt, das heift der Vorkonditionierer darf sich nach jedem Iterationsschritt
andern. Der Vorteil ist, dass damit der Vorkonditionierer M nicht exakt gelost
werden muss. Insbesondere kénnen die Teilprobleme bei der Konstruktion des
Vorkonditionierers mit iterativen Verfahren gelost werden.

o Newton-GMRESR-SIMPLER
e Newton-GMRESR-PCD
e Newton-GMRESR-SLSC

Mit dem Newton-Verfahren treten bei dem Benchmarkproblem keine Konvergenzpro-
bleme auf. Da es im Gegensatz zur Picard-Iteration eine quadratische Konvergenz
aufweist, wird auf die Untersuchung der Picard-Iteration als nichtlinearen Liser ver-
zichtet.

Als Abbruchkriterium wird die in Abschnitt 2.4 vorgestellte Methode verwendet
(Abstand zweier Iterationen). Die geforderte Toleranz fiir das nichtlineare System ist
dabei 107°. Die folgenden Ergebnisse sind zum Zeitschritt ¢ = 2, 0 gemessen worden.
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Dim CFL |v=102 v=10"2% v=10"* v=10"° wv=10"F

0,1 NC NC NC NC NC
0,03M 1,0 NC NC NC NC NC

5,0 NC NC NC NC NC

0,1 NC NC NC NC NC
0,13M 1,0 NC NC NC NC NC

5,0 NC NC NC NC NC

0,1 NC NC NC NC NC
0,5M 1.0 NC NC NC NC NC

5,0 NC NC NC NC NC

Tabelle 5.2: Splitting-Verfahren, 2D-Problem

Dim CFL |v=102% v=103% v=10"*

0,01 27 201 NC
0,03M 0,1 17 81 112

0,5 NC 119 89

0,01 6 NC NC
0,13M 0,1 14 222 272

0,5 NC NC 170

0,01 6 NC NC
0,5M 0,1 19 NC NC

0,5 NC NC NC

Tabelle 5.3: Splitting-Verfahren, 3D-Problem
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5.2 Splitting-Vefahren

Bevor das Splitting-Verfahren eingesetzt werden kann, muss die in Abschnitt 2.3
angesprochene Problematik der Invertierbarkeit von C' geklért werden. Hier wird
der Ansatz mit der Einfilhrung geeigneter Dirichlet-Randbedingungen verfolgt. Am
rechten Auslass des Benchmarksproblems gelten die natiirlichen Neumann-Randbe-
dingungen, das heift:
ou
v =pn

Da die betrachteten v-Werten klein sind, bietet es sich an, am Auslass p = 0 zu
setzen. Es ist zu beachten, dass dies eine kiinstliche Forderung an den Druck ist und
damit die Problemstellung im Allgemeinen verfilscht wird.

Die Tabellen auf Seite 40 zeigen die notwendigen Iterationen im Zeitschritt ¢ =
2,0 fiir verschieden feine Gitter in 2D und 3D. Das Kiirzel NC steht fiir “no con-
vergence” und bedeutet, dass nach 500 Iterationen das Abbruchkriterium noch nicht
erfiillt wurde. Wie aus es Tabellen sofort ersichtlich ist, konvergiert das Splitting-
Verfahren in 2D in keinem der Testfille. Auch in 3D wird nur unter giinstigen Vor-
aussetzungen eine Konvergenz erzielt.

Die wesentlichen Operationen bei der Anwendung des Splitting-Verfahrens sind
neben Matrix-Vektor Multiplikationen die Losung eines linearen Problem mit /' und
eines mit C. Man beachte, dass die Matrix C' unabhingig von den Updates des
Splitting-Verfahrens ist und somit wéahrend eines Zeitschritt konstant bleibt. Wird
fiir C' nun am Beginn jedes Zeitschritts die LU-Zerlegung berechnet, so reduziert sich
der Aufwand einer Iteration im wesentlichen auf die Invertierung von F'. Leider ist
die LU-Zerlegung bei grofter Problemdimension sehr aufwéndig. Stattdessen muss ein
iteratives Verfahren eingesetzt werden, bei dem die Konstanz von C keine Vorteile
bringt.

Insgesamt scheidet das Splitting-Verfahren aufgrund der schlechten Konvergen-
zeigenschaften als Losungsmethode fiir benchmarkidhnliche Probleme in 2D und 3D
aus.
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Dim CFL |v=10"2%2 v=10"2% v=10*% v=10°% wv=10"°
0,1 6 (4) 6 (4) 6 (4) 6 (4) 6 (4)

0,03M 1,0 |11 (4) 10 (4) 10 (4) 10 (4) 10 (4)
5,0 17 (4) 14 (5) 15 (5) 15 (5) 15 (5)
0,1 7 (4) 6 (4) 7 (4) 6 (4) 6 (4)

0,13M 1,0 |13 (4) 11 (4) 13 (4) 10 (4) 10 (4)
5,0 27 (4) 17 (5) 19 (6) 16 (7) 16 (7)
0,1 8 (4) 7(4) 8 (4) 7(4) 6 (4)

05M 1,0 |16 (4) 12 (4) 14 (4) 11 (4) 11 (4)
5,0 37 (4) 19 (5) 23 (6) Subsolver  Subsolver

Tabelle 5.4: GMRESR-SIMPLEC, 2D-Problem

Dim CFL |v=102 v=10"2% v=10"*
0,01 6 (3) 7(3) 7(3)

0,03M 0,1 6 (3) 8 (3) 8 (3)
0,5 7 (4) 9 (4) 9 (4)
0,01 6 (3) 7(3) 7(3)

0,13M 0,1 6 (3) 8 (3) 8 (3)
0,5 7(3) 10 (3) 9 (3)
0,01 6 (3) 7(3) 7(3)

0,5M 0,1 6 (3) 8 (3) 8 (3)
0,5 7(3) 10 (3) 12 (4)

Tabelle 5.5: GMRESR-SIMPLEC, 3D-Problem
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5.3 Newton-GMRESR-SIMPLEC

Dieses und die folgenden Losungsverfahren sind Newton-GMRESR Kombinationen
mit verschiedenen Vorkonditionierern. Bei den zugehorigen Benchmark-Tabellen sind
jeweils zwei Werte angegeben. Der Wert in Klammern gibt die notwendigen Newton-
Iterationen im Zeitschritt ¢ = 2,0 an. Da die in jeder Newton-Iteration entstehenden
linearen Probleme mit GMRESR nur auf eine Genauigkeit von 107° geldst wer-
den, kann die Anzahl der Newton-Iterationen bei gleichen Parametern, aber unter-
schiedlichen Vorkonditionierern leicht variieren. Der davor stehende Wert gibt die
durchschnittlich notwendigen ITterationen fiir das Losen der linearisierten Gleichung
mit dem vorkonditionierten GMRESR-Verfahren an. Der Wert ist iiber die Newton-
[terationen des Zeitschritts gemittelt. Dieses Ergebnis ist besonders wichtig, da es
die Wirkungsweise des Vorkonditionierers offen legt. Werden mehr als 500 GMRESR-
Iterationen fiir die Konvergenz eines Problems bendétigt, bzw. divergiert GMRESR,
so wird das mit “NC” gekennzeichnet. “Subsolver” bedeutet dagegen, dass eines der
Teilprobleme wahrend der Anwendung des Vorkonditionierers nicht gelost werden
konnte.

Seite 42 listet die Benchmarkergebnisse fiir den SIMPLEC-Vorkonditionierer auf.
Der ebenfalls vorgestellte SIMPLE-Vorkonditionierer wird nicht getestet, da SIM-
PLEC bei Vortests grundsitzlich bessere Ergebnisse lieferte. Wie aus den Tabellen
ersichtlich ist, werden mit SIMPLEC durchgehend niedrige GMRESR-Iterationen in
2D und 3D benétigt. Betrachten wir zuniichst eine Anderung der Viskositiit. Obwohl
ab v = 1073 erste Turbulenzeffekte auftreten, bleiben die notwendigen Iterations-
zahlen in allen Fillen ungefdhr konstant. Genauso gut schneidet SIMPLEC bei der
Erh6hung der Problemdimension ab. Eine Versechzehnfachung der Unbekannten in
2D und 3D erhoht die notwendigen GMRESR-Iterationen praktisch nicht. Beachtens-
wert ist auch die Unabhéngigkeit von der CFL-Zahl. Obwohl die Probleme bei hoher
CFL-Zahl numerisch deutlich schwieriger sind, erh6hen sich Newton- und GMRESR-
[terationen nur leicht.

Bei Anwendung des SIMPLEC-Vorkonditionierers ist neben Matrix-Vektor Multi-
plikationen lediglich ein lineares Problem mit F und eines mit S = B(3_ |F|)"'BT+C
zu 16sen. Da die Losung der linearen Probleme der zeitintensivste Teil bei der An-
wendung der untersuchten Vorkonditionierer ist, gehort SIMPLEC zu den unaufwén-
digsten Vorkonditionierern.

Insgesamt liefert dieses Losungsverfahren fiir eine grofe Anzahl an Parametern
fiir 2D und 3D sehr gute Werte.
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Dim CFL |v=10"2%2 v=10"2% v=10*% v=10°% wv=10"°
0,1 3 (4) 3 (4) 3 (4) 3 (4) 3 (4)
0,03M 1,0 5 (4) 5 (4) 5 (4) 5 (4) 5 (4)
50 |10 (4) 10 (5) 11 (5 11 (5) 11 (5)
0,1 3 (4) 3 (4) 3 (4) 3 (4) 3 (4)
0,13M 1,0 5 (4) 5 (4) 6 (4) 6 (4) 6 (4)
5,0 10 (4) 11 (5) 14 (6 14 (7) 14 (7)
0,1 3 (4) 4 (4) 4 (4) 3 (4) 3 (4)
0,5M 1,0 7(4) 5 (4) 7 (4) 7(4) 7 (4)
5,0 13 (4) 12 (4) 24 (6) Subsolver  Subsolver
Tabelle 5.6: GMRESR-SIMPLER, 2D-Problem
Dim CFL |v=102 v=10"2% v=10"*
0,01 4 (3) 4 (3) 4(3)
0,03M 0,1 4 (3) 5(3) 5 (3)
0,5 4 (4) 6 (4) 6 (4)
0,01 4 (3) 4 (3) 4 (3)
0,13M 0,1 4 (3) 4 (3) 4 (3)
0,5 3 (3) 5 (3) 5 (3)
0,01 4 (3) 4 (3) 4 (3)
0,5M 0,1 3 (3) 4 (3) 4 (3)
0,5 3 (3) 5 (3) 5 (4)

Tabelle 5.7: GMRESR-SIMPLER, 3D-Problem
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5.4 Newton-GMRESR-SIMPLER

Die Benchmarkergebnisse fiir SIMPLER, auf Seite 44 zeigen &dhnliche gute Ergebnis-
se wie bei SIMPLEC. Auch hier ist die Anzahl der GMRESR-Iterationen unabhén-
gig von der Problemdimension und Viskositdt. Wie bei SIMPLEC stellt man eine
leichte Abhéngigkeit von der CFL-Zahl fest. Im direkten Vergleich von SIMPLEC
und SIMPLER kommt letzterer mit weniger GMRESR-Iterationen aus. Die Newton-
[terationen sind dagegen, wie erwartet, gleich.

Im Vergleich zu SIMPLEC ist der SIMPLER aufwindiger in der Anwendung.
Neben mehr Matrix-Vektor Multiplikationen miissen zwei lineare Gleichungssysteme
mit S = Bdiag(F)~'B” 4 C und eines mit F gelst werden.

Wie der SIMPLEC eignet sich der SIMPLER-Vorkonditionierer also sehr gut als
Vorkonditionierer fiir die Benchmarkprobleme.
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CFL |v=102 v=10"2% v=10"* v=10"° wv=10"F

0,1 84 (4) 93 (4) 91 (4) 78 (4) 78 (4)
0,03M 1,0 105 (4) 137 (4) 151 (4) 112 (4) 113(4)

5,0 126 (4) 229 (5) 241 (5) 178 (5) 175 (5)

0,1 129 (4) 152 (4) 168 (4) 131 (4) 131 (4)
0,13M 1,0 126 (4) 219 (4) NC 179 (4) 179 (4)

5,0 125 (4) NC NC NC NC

0,1 203 (4) NC NC NC NC
0,5M 1.0 148 (4) NC NC NC NC

5,0 128 (4) NC NC NC NC

Tabelle 5.8: GMRESR-PCD, 2D-Problem

CFL vr=10"2%2 v=10"2% v=10"*

0,01 |88 (3) 75 (3) 57 (4)
0,03M 0,1 |79 (3) 73 (3) 55 (3)
0,5 |103(4) 122(4) 128 (4)

0,01 |77 (3) 103 (3) 61 (3)
0,13M 0,1 |95 (3) 101 (3) 79 (3)
0,5 |128(3) 183(3) 186 (4)
0,0l | 71 (3) 140 (4) 109 (4)
0,5M 0,1 | 117(3) 130 (3) 105 (5)
05 |152(3) NC NC

Tabelle 5.9: GMRESR-PCD, 3D-Problem
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5.5 Newton-GMRESR-PCD

Seite 46 stellt die Benchmarksergebnisse mit dem Newton-GMRESR-PCD Verfahren
zusammen. Zunéchst sind die durchgehend hohen Iterationszahlen auffillig. Im 2D-
Fall erkennt man dabei zwei verschiedene Verhaltensmuster. Fiir v = 1072 sind die
Iterationszahlen nur schwach abhéngig von Problemdimension und CFL-Zahl. Wird
die Stromung jedoch turbulent, also falls v < 1073, ist eine starke Abhingigkeit von
der Problemdimension erkennbar.

Etwas niedrigere, aber immer noch hohe Werte liefert PCD in 3D. Tatsichlich
wird auch bei einer Problemdimension von 0,5M fast immer Konvergenz erreicht,
aber auch hier ist die Abhéngigkeit von der Anzahl der Unbekannten sichtbar.

Es stellt sich die Frage, woher dieses schlechte Verhalten riihrt. Betrachtet man
nochmals die Herleitung von PCD in Abschnitt 3.2.1, so wird ersichtlich, dass diese
auf der Picard-Iteration und nicht dem hier verwendeten Newton-Verfahren basiert.
Bei zusétzlichen Test wurden die Benchmarks deshalb mit der Picard-GMRESR-
PCD Methode durchgefiihrt. Leider wurden auch damit dhnliche hohe Iterations-
zahlen erzielt. Stattdessen bringt die Wahl einer anderen Diskretisierung eine we-
sentliche Verbesserung mit sich. Insbesondere mit stabilen Finiten-Elementen ohne
Stabilisierung wurden deutlich weniger Iterationen benétigt. Das stimmt auch mit
den Ergebnissen aus vorhergehenden Untersuchungen {iberein, die fiir nichtturbulente
Stromungen und stabiler Diskretisierung niedrige und gitterunabhingige Iterations-
zahlen feststellten, siehe zum Beispiel [18, 5, 27].

Bei der Anwendung des PCD-Vorkonditionierers sind neben Matrix-Vektor Multi-
plikationen ein lineares System mit A, und eines mit F' zu 16sen. Aufgrund der Diago-
nalgestalt ist (), leicht invertierbar. Sieht man von der Konstruktion der kiinstlichen
Matrizen A, und F, ab, ist eine Anwendung des PCD-Vorkonditionierers insofern re-
lativ giinstig. Dennoch zeigen die hohen Iterationszahlen und deren Abhéngigkeit von
den Problemparametern, dass der PCD-Vorkonditionierer nicht fiir das untersuchte
Problem geeignet ist.
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Dim CFL |v=10"2%2 v=10"2% v=10*% v=10°% wv=10"°
0,1 32 (4) 36 (4) 41 (4) 41 (4) 41 (4)
0,03M 1,0 31 (4) 65 (4) 129 (4) 138 (4) 134 (4)
5,0 64 (4) NC NC NC NC
0,1 27 (4) 30 (4) 40 (4) 40 (4) 40 (4)
0,13M 1,0 34 (4) 34 (4) 281 (4) 191 (4) 201 (4)
5,0 43 (4) NC NC NC NC
0,1 30 (4) 28 (4) 34 (4) 40 (4) 40 (4)
0,5M 1,0 26 (4) 40 (4) 383 (4) NC NC
5,0 31 (4) NC NC NC NC
Tabelle 5.10: GMRESR-SLSC, 2D-Problem
Dim CFL |v=10"%2 v=10"2° v=10"1
0,01 70 (3) 105 (4) 121 (4)
0,03M 0,1 16 (3) 21 (3) 19 (3)
0,5 15 (4) 223 (4) 23 (4)
0,01 43 (3) 110 (4) 115 (4)
0,13M 0,1 12 (3) 18 (3) 15 (3)
0,5 13 (3) 20 (3) 20 (3)
0,01 48 (4) 121 (4) 126 (4)
0,5M 0,1 10 (3) 15 (3) 15 (3)
0,5 11 (3) 17 (3) 18 (4)

Tabelle 5.11: GMRESR-SLSC, 3D-Problem
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5.6 Newton-GMRESR-SLSC

Bei der Herleitung des SLSC-Vorkonditionierers (Abschnitt 3.2.3) wurden speziel-
le Stabilisierungsparameter fiir die G2-Methode vorgestellt, die hier nun eingesetzt
werden. Dabei muss bei der Wahl des Parameters v zwischen konvektionsdominan-
tem und nicht-konvektionsdominantem Fluss unterschieden werden. Weil die in den
Benchmarks betrachteten v-Werte relativ klein sind, wird nun der Einfachheit halber
der konvektionsdominante Fall fiir v angenommen.

Die Tabellen auf Seite 48 prasentieren die Iterationszahlen mit SLSC. In 2D und
niedrigen CFL-Zahlen zeigt der Vorkonditionierer von der Viskositdt und der Di-
mension unabhéngige Iterationszahlen. Mit Erhohung der CFL-Zahl steigen die not-
wendigen Iterationen jedoch schnell an. In 3D iiberzeugt der SLSC-Vorkonditionierer
fast durchgehend mit niedrigen Iterationszahlen. Auch hier ist die Unabhéngigkeit
von der Viskositat und der Anzahl der Unbekannten ersichtlich.

Wie beim PCD-Vorkonditionierer wird als Approximation der Massenmatrix de-
ren Diagonale verwendet, was die Invertierung einfach macht. Damit bleiben bei
Anwendung des SLSC Operators ein lineares Problem mit F' und zwei Probleme mit
BQ; BT +~C zu lsen.
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Abbildung 5.4: GMRESR-Iterationen fiir verschiedene CFL-Zahlen (2D-Problem, Di-
mension 0,5M und v = 107%).
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Abbildung 5.5: GMRESR-Iterationen fiir verschiedene v-Werte (2D-Problem, Di-
mension 0,5M und CFL=1,0).
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Abbildung 5.6: GMRESR-Iterationen fiir verschiedene Problemdimensionen (2D-
Problem, CFL=1,0 und v = 107%).
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5.7 Zusammenfassung

Es wurden fiinf verschiedene Losungsverfahren getestet. Dabei hatte sich das Splitting-
Verfahren als ungeeignet herausgestellt. Die restlichen Verfahren sind vom Typ Newton-
GMRESR und unterscheiden sich nur vom verwendeten Vorkonditionierer. Auf Seite
50 werden diese Vorkonditionierer direkt miteinander verglichen. Wie schon bemerkt,
sind SIMPLEC und SIMPLER die einzigen Vorkonditionierer, die niedrige Iterations-
zahlen und Unabhéngigkeit von den untersuchten Parametern aufweisen. Die etwas
niedrigeren GMRESR-Iterationen des SIMPLER stehen der geringeren Komplexitit
des SIMPLEC-Vorkonditionierer gegeniiber.

Damit stellt sich die Frage, welcher der beiden zu bevorzugen ist. Mit den opti-
mierten Losungsmethoden aus dem néchsten Kapitel erhilt man in einem Testlauf
fiir einen kompletten Zeitschritt folgende Losungszeiten (mit dem 3D Benchmark-
problem, 0,5M Unbekannten, v = 10~* und CFL=0,1):

Newton-GMRESR-SIMLEC:  665s
Newton-GMRESR-SIMPLER: 650s

Hier muss der Anwender also selber entscheiden, welcher Vorkonditionierer er bevor-
zugt. Durch den einheitliche Implementierung in Meros ist ein Testen beider Verfah-
ren schnell und einfach moglich. Man beachte dabei, dass der SIMPLEC-Vorkonditio-
nierer ohne die Massenmatrix () auskommt, die bei der Konstruktion von SIMPLER
benétigt wird.
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Kapitel 6

Losungsverfahren fir die
Teilprobleme

Dieses Kapitel untersucht Losungsverfahren fiir die Teilprobleme, die bei der An-
wendung der Vorkonditionierer entstehen. Beispielsweise muss bei Anwendung des
SIMPLEC-Vorkonditionierers ein lineares System mit F und eines mit der Appro-
ximation des Schurkomplements gelost werden. Ziel ist es, eine optimale Lsungs-
strategie fiir das Benchmarkproblem aus Kapitel 5 zu entwickeln. Dabei beschrinken
wir uns auf die im Kapitel 5 erfolgreichen Vorkonditionierer, ndmlich SIMPLEC und
SIMPLER.

Wihrend bei den bisherigen Benchmarks die Rechenzeit aufier Acht gelassen wur-
de, spielt sie nun eine signifikante Rolle. Dafiir wird der Begriff Skalierbarkeit einge-
fiihrt: Ein Algorithmus heiftt gut skalierbar, wenn der Rechenaufwand proportional
mit der Problemgréfie ansteigt. Fiir ein effizientes Losungsverfahren ist aber neben
der Skalierbarkeit auch die Parallelisierbarkeit entscheidend. Dabei wird versucht,
das Problem in viele kleine, moglichst unabhingige Teilprobleme aufzuteilen, die
dann parallel berechnet werden kénnen. Nur mit Hilfe einer guten Parallelisierung
und dem Einsatz von vielen vernetzten Rechnern ist es moglich, heute auftretende
Probleme zu 16sen. Um gleichzeitig die Skalierbarkeit und Parallelisierbarkeit eines
Algorithmus zu testen, wird bei einer n-fachen Vergroferung der Problemdimension
die n-fache Anzahl an Prozessoren verwendet, das heifst:

Problemdimension

Anzahl der CPUs

= const

Im Idealfall eines perfekt skalierbaren und parallelisierbaren Algorithmus ist die
Ausfithrungsgeschwindigkeit dann unabhéngig von der Problemgrofse. Sobald jedoch
Kommunikation zwischen den Prozessoren erforderlich wird, hat die Erhéhung der
Problemgrofe auch eine Laufzeiterhohung zur Folge. Die Berechnungen in diesem
Kapitel wurden auf einem Rechencluster durchgefiihrt. Dabei besteht jeder Rechner
aus 8 x 2,7GHZ Quad-CPUs (AMD Opteron 8384) und 660GB Arbeitsspeicher. Ins-
gesamt hat also jeder Rechner 32 CPUs. Diese Tatsache ist deshalb wichtig, da fiir
Benchmarks mit mehr als 32 CPUs die Latenz der langsamen Netzwerkkommunika-
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tion beriicksichtigt werden muss.

Betrachten wir die zu l6senden Teilproblem bei der Verwendung von SIMPLEC
bzw. SIMPLER als Vorkonditionierer. In jeder GMRESR-Iteration wird ein Matrix-
Vektor Produkt mit Mg\ prpe b2W. Mgnyprpr durchgefiihrt. Dabei miissen lineare
Problem mit F und S gel6st werden (vgl. Abschnitt 3.1.2 und 3.1.3). Jedoch unter-
scheidet sich der Aufbau der Matrix S, es gilt nimlich SspypLpe := B(Y. |F|) "' BT +
C und Sspvprer := Bdiag(F)™' BT + C. Dennoch ist die Struktur beider Matrizen
identisch, da > |F| und diag(F) Diagonalmatrizen sind. Man erwartet daher, dass
sich ein gutes Losungsverfahren fiir beide Probleme gleichermafen eignet. Aus die-
sem Grund wird im weiteren nur F' und Sspprgc untersucht, die Ergebnisse konnen
aber auch direkt fiir den SIMPLER-Vorkonditionierer verwendet werden.

Es werden zwei Losungsmethoden fiir die Teilprobleme untersucht: die LU-Zer-
legung und das algebraische Mehrgitterverfahren. Um die Analyse iibersichtlich zu
halten, beschrinken wir uns auf den 3D-Benchmark aus Kapitel 5. Die erarbeiteten
Ergebnisse lassen sich jedoch auf den 2D-Fall iibertragen.

6.1 LU-Zerlegung

Die LU-Zerlegung oder Gaufs-Elimination ist das einfachste und bei kleiner Problem-
dimension sehr effektive Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystem der
Form

Ax=Db

mit A € R™™” invertierbar, x € R™ und b € R". Die Grundidee ist, die Matrix
durch elementare Umformungen auf Dreiecksgestalt zu bringen. Im Allgemeinen wird
zusitzlich eine Pivotisierung und Skalierung benétigt, um einen numerisch stabilen
Algorithmus zu erhalten. Die LU-Zerlegung hat dann die Form:

P,D,AD.P. = LU (6.1)

Hier ist L eine untere linke Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen 1 und U eine obere
rechte Dreiecksmatrix. P, und P, sind Permutationsmatrizen fiir die Pivotisierung.
Sie spielen auferdem bei diinnbesetzten Matrizen eine wichtige Rolle, da dann mit
einer giinstigen Wahl von P, und P, versucht wird, die Diinnbesetztheit auf die LU-
Zerlegung zu iibertragen. Die Diagonalmatrizen D, und D, skalieren die Zeilen und
Spalten von A mit dem Ziel die numerische Stabilitdt zu verbessern. Typischerweise
werden sie so gewdhlt, dass der betragsméabig grofte Eintrag jeder Zeile und Spalte
von D,AD, den Wert 1 hat.
Mit der Zerlegung 6.1 kann die Losung effizient ausgerechnet werden:

x = A™'b = (D; ' P/ LUP DY) ~'b = Do(P.(U~ (L™ (P(D,b)))))

Eine Multiplikation von P, und P. entspricht einem Vertauschen der Zeilen bzw.
Spalten. Durch die Dreiecksgestalt von U und L kénnen die Terme L~!(P,(D,b) und
UYL Y(P.(D,b)) durch Substitution geldst werden.
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Die Pivotisierung mit P. und P, ist notwendig, um Nullelemente in der Diago-
nale zu vermeiden, da sonst eine Division durch 0 auftreten wiirde. Aber auch sehr
kleine Pivotelemente fiihren zu betragsmifig grofen Werten in der Zerlegung und
damit zu numerischen Instabilitdten. Eine gingige Wahl des Pivotelements ist daher,
den betragsmifig groften Eintrag in der noch zu zerlegenden Restmatrix zu wéhlen
(Totalpivotisierung). Mit dieser Vorgehensweise kénnen P, und P, aber erst im Lau-
fe der Zerlegung erstellt werden. In einer parallelen Umgebung erfordert dies eine
aufwindige Synchronisierung der Datenstrukturen und Neuverteilung der Aufgaben.
Stattdessen wird in diesem Fall eine statische Pivotisierung [16] verwendet, bei der
P, und P, schon wahrend der Initialisierungsphase bestimmt werden. Haufig verfolgt
man das Ziel, dass nach der Permutierung die betragsméifig grofsten Elemente auf
der Diagonale stehen.

Mit einer statischen Pivotisierung kann die LU-Zerlegung nun effizient parallel
ausgefiihrt werden. Dafiir wird die Matrix A:=P.D,AD,P.in N x N Blocke zerlegt
und an die verfiigbaren Prozessoren verteilt. Algorithmus 1 zeigt die LU-Zerlegung
in Matlab-Notation.

Algorithmus 1 : Parallele LU-Zerlegung

Input : N x N Blockmatrix A
Output : Matrix L, U mit A = LU
for K =1: N do
Berechne die Faktorisierungsblocke L(K : N; K).
Berechne parallel:
UK, K+1:N)=L(K;K)"A(K; K+1: N ).
for /J=K+1:N do
LforI:K—i—l:Ndo

| Berechne parallel: A(I;J) = A(I;J) — L(I; K) - U(K; J)

Die Schritte in der &dufersten for-Schleife sind nur bedingt parallelisierbar. Eine
Verbesserung bietet das Piplining, bei dem der Schritt K 4+ 1 im Algorithmus schon
startet, wihrend der Schritt K noch lauft. Dabei kann natiirlich nur Information
verwendet werden, die von Schritt K nicht mehr verdndert wird. Die meiste Arbeit
steckt jedoch in der verschachtelten for-Schleife welche vollstdndig parallel bearbeitet
werden kann. Die Stabilitidt des Algorithmus (insbesondere die Invertierbarkeit der
Diagonablécke A(K, K)) muss mit geeigneter Wahl der Blocke und der Pivotisierung
sichergestellt werden.

Da bei jeder numerischen Berechnung bedingt durch die Rechengenauigkeit von
Computern Fehler auftreten gilt fiir das Residuum der numerischen Losung Ax—b #
0. Eine nachtrégliche Verbesserung der Losung kann durch iterative Verfahren wie
z.B. mit Splitting-Verfahren, erreicht werden.
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F SSIMPLEC
Konstr. Lsg. | Konstr. Lsg.
0,03M 1 CPU | 1,3s 0,12s | 2,58 0,22s
0,13M 4 CPUs | 11s 0,58 | 32s 0,19s
0,5M 16 CPUs | 82s 2,4s | 203s 3,6s
2,0M 64 CPUs | - -
4,0M 128 CPUs | - -

Tabelle 6.1: Skalier- und Parallelisierbarkeit der LLU-Zerlegung

6.2 Benchmarks der LU-Zerlegung

Die im vorherigen Abschnitt beschriebene parallele LU-Zerlegung ist in dem Paket
SuperLU dist [17] implementiert, welches auch fiir die folgenden Benchmarks ein-
gesetzt wird.

Die Tabelle 6.1 zeigt die Losungszeiten fiir Probleme mit F' und Sspvprec bei ver-
schiedene Problemdimensionen. Als Benchmark dient das 3D-Problem aus Kapitel
5 mit 0,5M Unbekannten, CFL = 0,1 und v = 10~*. Dabei beschreibt die Spal-
te “Konstr.” die Zeit fiir die Konstruktion der LU-Zerlegung und die Spalte “Lsg.”
die (durchschnittliche) Zeit zum Losen des linearen Problems. Fiir eine zuverldssige
Aussage wurden die Losungszeiten iiber mehrere Losungsvorginge gemittelt. Man
beachte, dass mit der Dimension auch die Anzahl der verwendeten CPUs ansteigt.
Sie ist gerade so gewahlt, dass das Verhéltnis zwischen Problemdimension und An-
zahl der CPUs konstant ist. Ware die LU-Zerlegung gut skalier- und parallelisierbar,
diirfte nur eine leichte Erhohung der Ausfiihrungszeit bei steigender Problemdimensi-
on feststellbar sein. Stattdessen ist eine starke Abhéingigkeit erkennbar. Bei hoheren
Dimensionen steigt aber nicht nur die Losungszeit, sondern auch der Speicherauf-
wand fiir die Zerlegung rasant an. Fiir Problemdimensionen > 2 0M benétigt Su-
perLU _dist schon nach kurzer Zeit allen verfiigharen Arbeitsspeicher. Der Grund ist
die Struktur der Matrizen F' und Sspvprec im 3D-Fall. Sie fiihrt dazu, dass die LU-
Zerlegung eine volle Matrix ist, was bei diesen Dimensionen nicht mehr speicherbar
ist.

Dennoch ist das Verfahren fiir kleine Dimensionen sehr effizient. Ist die LU-
Zerlegung einmal konstruiert, kann sie gespeichert und fiir alle folgenden Probleme
verwendet werden. Insbesondere lohnt sich daher der Einsatz, falls viele Probleme mit
der gleichen Matrix, aber unterschiedlichen rechten Seiten berechnet werden miissen.

Besser als in 3D funktioniert die LU-Zerlegung im 2D-Fall. Der Grund ist, dass in
diesem Fall F' und Sspyprec bei einer geeigneten Zeilen- und Spaltensortierung Dia-
gonalmatrizen mit nahe der Diagonale liegenden Seitenbandern sind. Diese Struktur
kann von der LU-Zerlegung genutzt werden, so dass die Diinnbesetztheit in der Zer-
legung erhalten bleibt. Damit arbeitet der Algorithmus deutlich effizienter und kann
auch noch fiir grokere Dimensionen gut verwendet werden.
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Abbildung 6.1: Basisfunktionen fiir grobes Gitter S, (gestrichelt) und Korrekturraum
B fiir das feine Gitter (durchgezogen). Quelle: [4]

6.3 Mehrgitterverfahren

Mehrgitterverfahren sind Losungsverfahren, die speziell fiir partielle Differentialglei-
chungen entwickelt sind. Sie sind gut parallelisierbar und in vielen Fillen wird eine
Konvergenzrate erreicht, die unabhéngig von der Problemdimension ist. Damit ge-
héren Mehrgitterverfahren zu den schnellsten Verfahren dieser Problemklasse.

Betrachtet man Matrizen von diskretisierten partiellen Differentialgleichungen, so
stellt man fest, dass deren Eigenwerte sich hiufig in hoch- und niederfrequente Be-
reiche trennen lassen. Viele klassische Iterationsverfahren verkleinern den Fehler im
hochfrequenten Anteil schon nach wenigen Iterationen, wihrend der niederfrequente
Anteil nur langsam abnimmt. Diese Eigenschaft nutzt das Mehrgitterverfahren, in-
dem es mit einer Hierarchie von Gittern arbeitet. Das feinste davon entspricht dem
Gitter, auf dem die partielle Differentialgleichung diskretisiert wurde. Fiir die Lo-
sung des Problems wird zunéchst der hochfrequente Fehler einer Initiallosung mit
einem klassischen Iterationsverfahren verkleinert. Anschliefend wird das Residuum
auf das grobere Gitter iibertragen. Dort wird dann der niederfrequente Fehler be-
rechnet. Die beiden Fehlerterme ergeben schlieflich die notwendige Korrektur fiir die
Initiallosung.

Im folgenden wird nun zunéchst das 2-Gitterverfahren vorgestellt und dieses dann
auf Mehrgitterverfahren verallgemeinern. Als Basis dient ein grobes und ein feines
Gitter mit zugehorigen Finite-Elemente-Raumen S, und Sy. Die Gitter seien so ge-
wahlt, das S, C Sy gilt, so dass ein Korrekturraum B und eine Zerlegung Sy = S;+B
existiert. Abbildung 6.1 zeigt ein eindimensionales Beispiel mit linearen Basisfunk-
tionen.

Um eine Funktion auf Sy in die Komponenten von S, und B aufteilen zu konnen,
werden zwei Gittertransferoperatoren benotigt: Der Prolongationsoperator P : S9 —
S/ und der Restriktionsoperator R : S/ — S9. Da S9 C S/ gilt, ist die kanonische
Einbettung als Prolongationsoperators eine natiirliche Wahl:

P(vy) = v, Y, € 59

Mit der Finite-Elemente-Basis zu Sy und S, lasst sich der Operator P als Matrix
schreiben, die nun ebenfalls P genannt wird. Als Restriktionsoperator bietet sich der
zu P transponierte Operator R := PT an.
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Level O
(feinstes Gitter)

Level 1

Level 2
(grobstes Gitter)

Abbildung 6.2: Beispiel von Mehrgitter-Zyklen von links nach rechts: 2-Gitter, 3-
Gitter V-Zyklus und 3-Gitter W-Zyklus.

Mit dieser Vorarbeit ldsst sich nun das 2-Gitterverfahren beschreiben. Sei also
Ax = b ein lineares System aus einer Finite-Elemente-Diskretisierung. Der algebrai-
sche Fehler eines Startvektors x° ist e’ = x — x° und kann geschrieben werden als
e’ = Pel, +e% mit dem Fehleranteil %, aus SY und der Feingitter-Korrektur e%. Die
zentrale Idee ist nun, ein iteratives Losungsverfahren - das Glattungsverfahren - zu
verwenden, um den Fehleranteil e nach wenigen Schritten numerisch verschwinden
zu lassen, so dass nach ¢ Iterationsschritten e’ =~ Pek, gilt. Viele einfache Itera-
tionsverfahren, wie zum Beispiel Splitting-Verfahren, haben diese Eigenschaft und
konnen als Glittungsverfahren verwendet werden. Im Idealfall ist e’ = Pel,, das
heifst der Fehler kann auf das grobe Gitter projiziert werden, ohne Informationen zu
verlieren. Damit bietet es sich an, das ganze lineare Problem auf das grobe Gitter
zu iibertragen, um dort den Restfehler zu bestimmen. Man erhilt die sogenannte
Grobgitterkorrektur:

RAPe = R(b — Ax")

Der Fehlervektor € € S; kann schlieflich mit dem Prolongationsoperator auf das
feine Gitter zuriick iibertragen und als Korrektur verwendet werden. Die Losung des
2-Gitterverfahrens lautet dann also:

x' + Pe

Hebt man die Beschrinkung von 2 Gittern auf, erhdlt man das Mehrgitterverfah-
ren. Es gibt dann verschiedene M&glichkeiten, die Glattung mit dem Wechseln zwi-
schen den einzelnen Gitterebenen (oder auch Level) zu verbinden. Die bekanntesten
sind der V- und W-Zyklus, wie sie in Abbildung 6.2 skizziert sind. Beim Durchlaufen
eines Zyklus folgt der Algorithmus dabei dem Graphen von links nach rechts, so dass
beispielsweise der 3-Gitter V-Zyklus vom feinsten Gitter bis zum grobsten Gitter und
anschliefsend wieder zum feinsten Gitter wechselt.

Der Ablauf des Mehrgitterverfahrens mit V-Zyklus und n Level ist in Algorithmus
2 beschrieben. Dabei sind Ry und Py die Prolongations- und Restriktionsoperatoren
zwischen Level k£ und Level £ 4+ 1 und Sy ein Losungsverfahren auf dem Gitter k.
Héaufig ist die Problemdimension auf dem grébsten Gitter so klein, dass als .S,, ein
direktes Losungsverfahren verwendet werden kann. Man bezeichnet den Loser daher
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Algorithmus 2 : Mehrgitterverfahren x < V-Zyklus(Ag, b, x, k)
x = Sk(Ax, b, x);
if k£ # n then
Apy1 = R Ak Py

e =10;
€ = V-Zyklus(Ag 1, 1, & k + 1);
X = X + P€;

auch als Grobgitterloser. Fiir die restlichen Gitter wihlt man als Sy ein geeignetes
Glattungsverfahren.

Dieses (klassische) Mehrgitterverfahren hat allerdings den entscheidenden Nach-
teil, dass bei der Anwendung die Gitter fiir die Level > 1 vorhanden sein miissen,
um die Prolongations- und Restriktionsoperatoren zu konstruieren. Wiinschenswert
ware dagegen ein “Black Box”-Algorithmus, der nur die Informationen des linea-
ren Problems benétigt. Diesen Ansatz verfolgt das algebraische Mehrgitterverfahren
(AMG). Im Folgenden wird das AMG basierend auf “Smoothed Aggregation” vor-
gestellt [30, 35]. Um den Prolongationsoperator Pj zu erstellen wird zun#chst ein
Graph aus der Matrix Ay konstruiert. In diesem entspricht jeder Knoten einer Zeile
aus A und zwei Knoten ¢ und j sind genau dann mit einer Kante verbunden, falls
der (i,7)- oder (j,i)-te Eintrag in Aj nicht Null ist. Dieser Graph kann nun “ver-
grobert” werden: Zunéchst wird die Menge der Knoten in Aggregate partitioniert.
Jedes Aggregate entspricht einem Knoten auf dem groben Graphen. Zwei Knoten
auf dem groben Graphen sind genau dann mit einer Kante verbunden, wenn es eine
mindestens eine Kante zwischen den zugehorigen Aggregaten gibt.

Mit diesem groben Graph definiert man nun einen Prolongationsoperator:

~ 1, wenn Knoten ¢ ein Element des Aggregats j ist.
Ble,3) = 0, sonst

Obwohl diese Interpolation als Prolongationsoperator verwendet werden kann, erhélt
man eine robustere Variante durch eine nachtréigliche Glattung. Dieses sogenannte
“Smoothed Aggregation” erweitert P, durch einen Glittungsoperator S; und fiihrt
7u P, = SpPs. In den folgenden Anwendungen ist Sy ein geddmpfter Jacobi Glitter,
siehe [36]. Der Restriktionsoperator wird wie schon beim klassischen Mehrgitterver-
fahren durch die Transponierte von P definiert: R := P7.

6.4 Benchmarks der Mehrgitterverfahren

Da die Teilprobleme F' und Sspyprec aus diskretisierten partiellen Differentialglei-
chungen stammen, ist die Losung mit dem algebraischen Mehrgitterverfahren er-
folgversprechend. Um zufriedenstellende Ergebnisse zu erhalten, ist jedoch eine sehr
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F SSIMPLEC
Krylov-Unterraum-Verfahren | BiCGStab BiCGStab
Level 2 3
Zyklus \Y \Y
Aggregationsverfahren METIS Uncoupled-MIS
Glattungsverfahren Gauk-Seidel | Gauf-Seidel
Grobgitterloser LU-Zerlegung | LU-Zerlegung

Tabelle 6.2: AMG Grundeinstellung fiir F und Ssivprec

sorgfiltige Parameterwahl und geniigend Wissen iiber das zu l6sende Problem not-
wendig. Im Gegensatz dazu sind Krylov-Unterraum-Verfahren sehr robust, ohne Vor-
konditionierer aber ineffizient. Ein Kombination beider, das heifst, ein mit AMG vor-
konditioniertes Krylov-Unterraum-Verfahren ist damit die richtige Wahl. Trotzdem
ist eine Parameteroptimierung notwendig damit das Verfahren effizient arbeitet.

Ziel dieses Abschnitts ist es, ein gutes Setup fiir AMG als Vorkonditionierer zu
finden und den Einfluss einzelner Parameter sichtbar zu machen. Als Basis dient dafiir
eine sorgfiltig ausgewshlte Grundeinstellung zur Lésung von Problemen mit F' und
SsivpLic, siehe Tabelle 6.2. Diese Einstellungen sind das Ergebnis einer handischen
Parameteroptimierung und sind so gewéhlt, dass eine hohe Losungsgeschwindigkeit
bei guter Skalier- und Parallelisierbarkeit erreicht wird.

Um den Aufwand zu begrenzen, werden diese Parameter der Grundeinstellung
nun einzeln variiert und die Auswirkung analysiert. Die zu l6senden Teilprobleme
stammen wie schon bei der LU-Zerlegung aus dem 3D Benchmark mit 0,5M Unbe-
kannten, CFL = 0,1 und v = 10~*. Die Teilprobleme werden auf eine Genauigkeit
von 1073 berechnet. Dabei werden folgende Werte gemessen:

1. Konstr.: Zeit zur Konstruktion des algebraischen Mehrgitterverfahrens. Dazu
gehort die Erstellung der Gitterhierarchie und der Prolongations- und Restrik-
tionsoperatoren sowie die Initialisierung der Glattungsverfahren und des Grob-
gitterlosers. Letzteres beinhaltet also insbesondere die LU-Zerlegung auf dem
grobsten Gitter, falls diese als Grobgitterloser verwendet wird.

2. Lsg.: Zeit zur Losung des Gleichungssystems.

3. Iter.: Notwendige Iterationen des mit AMG vorkonditionierten Krylov-Unter-
raum-Verfahrens.

Fiir eine zuverldssige Aussage werden die Zeiten im Punkt 2 und 3 iiber mehrere
Losungsvorginge gemittelt. Fiir die folgenden Tests wird der Algorithmus seriell
(d.h. auf einer CPU) ausgefiihrt. Die Losungszeiten mit den Grundeinstellungen aus
Tabelle 6.2 zeigt Tabelle 6.3. In den néchsten Abschnitten werden die Parameter der
Grundeinstellungen betrachtet und die Auswirkungen bei einer Anderung untersucht.
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F SSIMPLEC
Konstr. Lsg. Iter. | Konstr. Lsg. Iter.
18s 28s 2,0 |81s 2,25 3,9

Tabelle 6.3: AMG Zeiten mit den Grundeinstellungen

6.4.1 Krylov-Unterraum-Verfahren

Es wurden drei iterative Losungsverfahren getestet: BiCGStab, GMRES und GM-
RESR. Da fiir den Glattungsschritt bei AMG ein iteratives Verfahren verwendet
wird, kann der AMG Vorkonditionierer nicht als fester Operator geschrieben werden.
Prinzipiell eignet sich daher der GMRESR, Algorithmus am besten, da er variable
Vorkonditionierer erlaubt. Trotzdem bleibt die Grundstruktur des Vorkonditionierers
erhalten und auch GMRES und BiCGStab liefern gute Ergebnisse:

F SSIMPLEC
Konstr. Lsg. Iter. | Konstr. Lsg. Iter.
BiCGStab | 18s 28 2,0 |8,1s 2,2s 3,9
GMRES 18s 2,75 3,0 |8,1s 2,0s 6,2
GMRESR | 18s 24s 3,0 |8,1s 2,0s 3,9

Da BiCGStab fiir beide Operatoren sehr gute Iterationszahlen aufzeigt, wird er
in den Grundeinstellungen verwendet.

6.4.2 Level

Die Anzahl der notwendigen Level hingt stark von der verwendeten Aggregation
ab (sieche Abschnitt 6.4.3). Wird nur eine geringe Vergroberung pro Level erreicht,
werden mehr Level benétigt um die gleiche Problemdimension auf dem grobsten
Gitter zu erhalten. Da jedes Level zusédtzlichen Initialisierungsaufwand verursacht
und die Initialisierung zudem schlecht parallelisierbar ist, beschrinken wir uns hier
auf 2 oder 3 Level.

F SSIMPLEC
Konstr. Lsg. Iter. | Konstr. Lsg. Iter.
2-Level | 18s 2,85 2,0 | 8,5s 2,1s 3,7
3-Level | 25s 2,85 2,0 |8,1s 2,0s 3,9

Tatséchlich zeigen die Ergebnisse, dass der AMG-Vorkonditionierer schon mit 2
Level sehr gut funktioniert. Sowohl bei F' als auch bei Ssnprrc werden nur wenige
Krylov-Iterationen bendétigt um die Toleranzgenauigkeit zu erreichen. Man beachte,
dass sich die Aggregation bei F fiir das 2-Gitterverfahren von dem 3-Gitterverfahren
unterscheidet. Naheres siehe im néchsten Abschnitt.
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6.4.3 Aggregation

Es werden zwei Aggregationsverfahren betrachtet, die in dem Trilinos Paket ML
implementiert sind [30, 13]:

e Uncoupled-MIS: Die Vergroberungsrate kann nicht festgelegt werden und
liegt bei etwa zwischen 10 und 50 Knoten pro Aggregat.

e METIS verwendet einen Graph-Partitionierungsalgorithmus. Die Anzahl der
Knoten per Aggregat kann angegeben werden. Sie wurde so gewahlt, dass bei
einem 2-Level AMG der Graph auf jedem Prozessor auf einen einzigen Knoten
reduziert wird. Bei einem 3-Level AMG werden jeweils 512 Knoten zusammen-
gefasst.

Damit lassen sich die Problemgréfien auf den Level angeben. Fiir F' wird ein 2-
Gitterverfahren zusammen mit der METIS Aggregation verwendet. Wird auf einem
Prozessor gerechnet, besteht das grobe Level aus lediglich einem einzigen Knoten.
Anders verhélt es sich bei Sspvprec. Die Matrix hat eine Dimension von etwa 130.000.
Uncoupled-MIS reduziert diese fiir das erste Level auf etwa 2.200 und auf dem grobs-
ten Level auf 52.

F SSIMPLEC
Konstr. Lsg. Iter. | Konstr. Lsg. Iter.
METIS 18s 28 2,0 |129s 6,6s 12
Uncoupled-MIS | 20s 2,95 2,0 |81s 2,2s 3,9

Die Tabelle zeigt die Auswirkung der Aggregationsverfahren auf die Testproble-
me. Da F' die dreifache Dimension von Sgnvprrc hat, ist der Einsatz von METIS sinn-
voll, um eine ausreichend hohe Vergroberungsrate zu erreichen. Mit Uncoupled-MIS
und groéfseren Testproblemen wiirde die Dimension auf dem grobsten Level ansteigen,
und der Grobgitterloser nicht mehr effizient arbeiten.

Prinzipiell besteht die gleiche Problematik auch fiir Sspyprpc. Da hier aber niedri-
gere Dimensionen auftreten, ist der Einsatz von Uncoupled-MIS unproblematischer.
Insbesondere wird aus der Tabelle deutlich, dass eine zu schnelle Vergroberung eine
negative Auswirkung auf die Effektivitdt von AMG als Vorkonditionierer hat, was
als hohe Iterationszahlen des Krylov-Unterraum-Verfahrens sichtbar wird.

6.4.4 Zyklus

In der Einleitung der Mehrgitterverfahren wurden der V- und W-Zyklus vorgestellt.
Da der W-Zyklus nur fiir drei oder mehr Level definiert ist und die Grundeinstellung
von F ein 2-Gitterverfahren ist, wurde nur SspvprLec getestet.

Man erhélt sehr dhnliche Ergebnisse, weshalb der einfachere V-Zyklus in den
Grundeinstellungen gewéhlt wurde.
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SSIMPLEC
Konstr. Lsg. Iter.
V Zyklus | 8,2s 2,2s 3,9
W Zyklus | 8,1s 2,1s 3,8

6.4.5 Glattungsverfahren

Das Glattungsverfahren hat die Aufgabe den hochfrequenten Fehler schnell heraus-
zudampfen, so dass auf dem néchsten Level weitergerechnet werden kann. Zu den
wichtigsten Glattungsverfahren gehoren die Jacobi- und Gauf-Seidel-Verfahren, die
unvollstindige LU-Zerlegung (ILU) und die Chebyshev Methode. Man erhélt folgen-
des Ergebnis:

F SSIMPLEC
Konstr. Lsg. Iter. | Konstr. Lsg. Iter.
Jacobi NC | 8,0s 2,28 4.9
Gauls-Seidel | 18s 2,85 2,0 | 8,1s 2,28 3,9
ILU 416s 1,95 1,0 |62s 1,6s 2,1
Chebyshev | 18s 3,1s 3,9 | 8,0s 1,7s 4,9

Da mit TLU eine unvollstindige LU-Zerlegung durchgefiihrt werden muss, ist die
Konstruktion verhiltnismébkig zeitaufwindig. Dafiir sind die Losungszeiten niedriger.
Um die Geschwindigkeit der ILU-Zerlegung zu steigern, wurden mehrere Varianten
entwickelt, z.B. ILUT. Da sie aber in der Regel benutzerdefinierte Parameter bend-
tigen, soll hier nicht n&dher darauf eingegangen werden.

Auch der Jacobi Glatter benétigt einen problemspezifischen Dampfungsparame-
ter, um effizient zu arbeiten. In diesem Fall wurde % gewihlt. Die optimale Ddmpfung
héngt jedoch im Allgemeinen von der zugrundeliegenden partiellen Differentialglei-
chung ab. Daher konnte eine giinstigere Wahl zu einer Verbesserung bei der Losung
mit F fiihren.

Die Gauk-Seidel und Chebyshev Glattungsverfahren lieferen &hnlich gute Ergeb-
nisse und kommen ohne benutzerdefinierte Parameter aus. Es sollte allerdings er-
wahnt werden, dass Gaufs-Seidel im Gegensatz zum Jacobi-Verfahren nicht einfach
parallelisierbar ist. Daher wird in parallelen Umgebungen eine Variante verwendet:
Die Gauk-Seidel Iteration wird unabhéngig auf jedem Prozessor durchfihrt wird,
wobei mit den Informationen der anderen Prozessoren von der vorherigen Iteration
gerechnet wird.

Insgesamt fiihrt der Gaufk-Seidel Glatter auf gute Iterationszahlen und benétigt
keine benutzerspezifischen Parameter, weshalb dieser in den Grundeinstellungen ver-
wendet wird.



64 KAPITEL 6. LOSUNGSVERFAHREN FUR DIE TEILPROBLEME

6.4.6 Grobgitterloser

Auf dem grobsten Gitter wird haufig ein spezielles Losungsverfahren verwendet, dass
sich von den Glattungsverfahren unterscheidet. Drei verschiedene Optionen wurden
als Grobgitterloser untersucht: die LU-Zerlegung, die Jacobi- und das Gaul-Seidel-
Verfahren.

F SSIMPLEC
Konstr. Lsg. Iter. | Konstr. Lsg. Iter.
LU 18s 2,7s 2,0 |81s 2,2s 3,9
Jacobi 18s 2,7 2,0 |8,1s 6,1s 12
Gauf-Seidel | 18s 2,7s 2,0 |8,1s 4,9s 9,3

Im Fall F ist es nicht verwunderlich, dass das Ergebnis fiir alle 3 Losungsverfahren
gleich sind: Aufgrund der METTS-Aggregation besteht das grobste Gitter nur aus
einem Knoten und damit hat auch das zu l6sende Problem die Dimension 1. Bei
einem 1-dimensionalen Problem sind jedoch LU-Zerlegung, Jacobi und Gaufs-Seidel
dquivalent.

Anders ist es im Fall von Sspyprec. Das Losen der 52 x 52 grofen Matrix mit der
LU-Zerlegung ist schneller als mit iterativen Verfahren. Allerdings hat die Matrix
auf dem grobsten Level typischerweise wenige Null-Eintrdge und bei feineren Git-
tern wird die LU-Zerlegung schnell ineffektiv. In diesem Fall werden die iterativen
Loser attraktiv. Zudem sind letztere besser skalierbar und versprechen eine bessere
Parallelitat.

Da die LU-Zerlegung sehr gute Ergebnisse liefert, wird sie auch in den Grund-
einstellungen verwendet. Im néchsten Abschnitt werden allerdings auch sehr hoch-
dimensionale Probleme gelost, bei denen stattdessen der Gauf-Seidel Algorithmus
eingesetzt wird.

6.4.7 Skalierbarkeit und Parallelisierbarkeit

Grundvoraussetzung fiir eine gute Parallelperformance ist, dass stets alle Prozessoren
beschiftigt sind. Gerade bei vielen Prozessoren kann es allerdings passieren, dass auf
den gréberen Level die Aufgaben schlecht verteilt sind. Die Folge ist, dass viele Pro-
zessoren auf einige wenige warten miissen, um die Berechnung fortsetzen zu konnen.
Aus diesem Grund ist eine dynamische Lastverteilung wichtig. Das Trilinos Paket
ML bietet eine automatische Lastverteilung mit Zoltan [37] an, die in den folgenden
Benchmarks aktiviert ist.

Tabelle 6.4 zeigt die Skalier- und Parallelisierbarkeit der optimierten Grundein-
stellungen. Dabei ist die Anzahl der CPUs so gewahlt, dass das Verhaltnis der Pro-
blemdimension und der Anzahl der CPUs konstant ist. Da das Problem mit 4.0M
auf dem grobsten Gitter noch zu hochdimensional ist, um eine LU-Zerlegung zu be-
rechnen, werden stattdessen einige Gauf-Seidel Iterationen durchgefiihrt. Insgesamt
kann die Skalier- und Parallelisierbarkeit der Mehrgitterverfahren als sehr gut einge-
stuft werden. Sowohl die Initialisierungs- als auch die Losungszeiten zeigen nur eine
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F SSIMPLEC
Konstr. Lsg. Iter. | Konstr. Lsg. Iter.
0,03M 1 CPU | 0,75s 0,11s 2,0 | 0,25s 0,062s 3,9
0,13M 4 CPUs | 1,4s 0,23s 2,0 | 0,70s 0,21s 3,9
0,5M 16 CPUs | 1,5s 0,28s 2,1 | 0,87s 0,30s 4,7
2,0M 64 CPUs | 3,5s 0,67s 2,0 | 2,3s 0,81s 4,6
4,0M 128 CPUs | 4,4s 0,82s 2,1 | 2,3s 1,8s 9,0

Tabelle 6.4: Skalier- und Parallelisierbarkeit von AMG

leichte Abhéangigkeit von der Problemdimension. Bemerkenswert ist auch die hervor-
ragende Qualitit des AMG-Vorkonditionierers, der fast dimensionsunabhéngige und
sehr niedrige Iterationszahlen liefert. Auffillig ist der Zeitsprung zwischen 16 und 64
Prozessoren. Dieser Zeitsprung hat folgenden technischen Hintergrund: Jeder Rech-
ner im Cluster besitzt 32 Prozessoren. Bei Verwendung von mehr als 32 CPUs muss
daher die Kommunikation iiber das verhaltnisméfig langsame Netzwerk geschehen.
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Kapitel 7

Benchmark des Gesamtsystems

Nachdem mit Newton-GMRESR-SIMPLEC bzw. Newton-GMRESR-SIMPLER gu-
te Losungsverfahren ausgewihlt wurden und die dabei auftretenden Teilprobleme
mit AMG effizient gelost werden kénnen, kann der Zeitbedarf beim Ldsen der insta-
tionaren Navier-Stokes-Gleichungen betrachtet werden.

Tabelle 7.1 fiihrt die einzelnen Programmabschnitte und deren Zeitbedarf auf
(siehe auch Abbildung 3.1 auf Seite 21). Man beachte, dass die Matrix C' auferhalb
der Newtonschleife assembliert wird, da sie durch die Newtonkorrektur nicht verén-
dert wird. Als Losungsverfahren des linearen Systems wurde GMRESR-SIMPLEC
verwendet.

Zeit bei  Zeit bei  Faktor
1 CPU 16 CPUs

Einlesen des Gitters: 99s 23s 4
Aufstellen der Gleichungen: 13s 3.,4s 4
Zeitschleife
Assemblierung von C: 32s 5,2s 6
Newtonschleife
Assemblierung von F, BT, B: 503s 77s 7
Vorkonditionierer erstellen: 125s 35s 4
Losen des LGS: 44s 4,9s 9
Newtonkorrektur: 4,0s 0,8s 5)

Ende der Newtonschleife
Ende der Zeitschleife

Tabelle 7.1: Zeitmessung des Gesamtsystems

Auffallig bei der Messung ist der hohe Zeitbedarf fiir die Assemblierung der Matri-
zen. Fiir eine gute Performance des Gesamtsystems ist es also wichtig, die Toleranz-
bedingung mit so wenig Newton-Iterationen wie méglich zu erreichen. Das wiederum
bedeutet, dass es nicht von Vorteil ist, die linearen Gleichungssystem mit der Block-
matrix (F, BT; B,C) in der Newtonschleife aus Zeitgriinden nur ungenau zu lésen,
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Zeit bei 1 CPU

Initialisierung von F~': 18s
Explizite Berechnung von Ssivprec: 98s
Initialisierung von SS_Ii/IPLEC: 8,7s

Tabelle 7.2: Initialisierungszeit des SIMPLEC-Vorkonditionierers (1 CPU)

da dann eventuell mehr Newton-Iterationen notwendig sind. Es hat sich gezeigt, dass
eine Fehlertoleranz von 107° fiir diese linearen Probleme eine giinstige Wahl ist.

Eine andere Situation liegt beim Losen der Teilprobleme F' und Sspprec vor,
die bei der Anwendung des Vorkonditionierers berechnet werden miissen. Werden
diese nur ungenau geldst, kann der SIMPLEC-Vorkonditionierer nicht als konstanter
Operator beschrieben werden. Da aber GMRESR als Losungsverfahren verwendet
wird und dieser einen variablen Vorkonditionierer erlaubt, hat das wenig Einfluss auf
die notwendigen GMRESR-Iterationen. Die Praxis hat gezeigt, dass eine Toleranz
von 1073 fiir die Teilprobleme gut ausreicht, ohne die Zahl der GMRESR-Iterationen
merklich zu erhéhen.

Den zweitgroften Zeitaufwand in Tabelle 7.1 bendtigt die Erstellung des Vorkon-
ditionierers. Die genaue Zeitaufteilung dieses Schrittes zeigt Tabelle 7.2. Offensicht-
lich wird die meiste Zeit fiir die expliziten Berechnung des approximativen Schur-
komplements Sspyprec = B3 |F|)™' BT + C benétigt. Die restliche Zeit vergeht
bei der Initialisierung der Mehrgitterverfahren fiir F' und Sspyprepc. Zunéchst ist
nicht klar, wieso die explizite Berechnung von Sspyprec liberhaupt notwendig ist:
das Losen eines linearen Systems mit Sspvprrc durch ein iteratives Losungsverfah-
ren wie BiCGStab bendtigt lediglich Matrix-Vektor Operationen, die auch ohne die
explizite Form von Sspyprec durchgefithrt werden kénnen. Das Problem ist die AMG-
Vorkonditionierung: Beim Erstellen der AMG Hierarchie (siehe Abschnitt 6.3) wird
ein Graph erstellt, der von den Positionen der Nicht-Nulleintrdge in der Matrix ab-
héngt. Bei erweiterten Hierarchiemethoden werden zusétzlich kleine Matrixeintrige
ignoriert, womit sogar der Wert jedes Matrixeintrags bekannt sein muss!.

Tabelle 7.1 listet zusétzlich die Zeiten beim Einsatz von 16 CPUs auf, sowie den
Beschleunigungsfaktor gegeniiber der Losung mit einer CPU. Wie man sieht, kann
jeder Schritt die zusétzlichen Ressourcen relativ gut nutzen. Besonders gut schneidet
das Losen des linearen Gleichungssystems ab. Schlecht parallelisierbar ist dagegen
die Assemblierung der Matrizen und die Konstruktion des Vorkonditionierers.

!Eine iterative Losung ohne AMG-Vorkonditionierung wurde testweise ebenfalls durchgefiihrt.
Zwar fillt dann die explizite Berechnung von Sspvprec weg, dafiir konvergieren die Krylov-
Verfahren nur sehr schlecht oder gar nicht.



Kapitel 8

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden verschiedene Losungsstrategien fiir die stabilisierten insta-
tiondren Navier-Stokes-Gleichungen untersucht. Ein Vergleich dieser Strategien er-
gab, dass die Kombination eines Newton-Verfahrens fiir das nichtlineare Problem
zusammen mit einem vorkonditionierten GMRESR-Verfahren zur Berechnung der
linearen Gleichungssysteme besonders giinstig ist. Insgesamt vier Block-Vorkondi-
tionierer fiir GMRESR wurden miteinander verglichen. Zwei davon sind klassische
Druck-Korrektur-Verfahren, die urspriinglich als iterative Losungsverfahren entwor-
fen sind, aber auch als Vorkonditionierer gut funktionieren. Die anderen beiden ge-
horen zu den neueren Approximate-Commutator-Vorkonditionierern. Sie verwenden
Teile der LDU-Zerlegung der zu losenden Blockmatrix und unterscheiden sich nur
von der Approximation des Schurkomplements. All diese Vorkonditionierer haben
gemeinsam, dass bei ihrer Anwendung wiederum lineare Probleme auftreten, die je-
doch im Vergleich zu dem Ursprungsproblem deutlich einfacher zu 16sen sind. Auch
fiir diese Teilprobleme wurde nach effizienten Losungsverfahren gesucht.

Die numerischen Tests wurden fiir ein Bechmarkproblem in 2D und 3D durch-
gefithrt. Da der Einsatz von Supercomputern fiir viele Problemstellungen notwendig
ist, spielte bei der Analyse der Verfahren deren Skalier- und Parallelisierbarkeit eine
wichtige Rolle. Das Ergebnis der Untersuchung ergab, dass das Newton-Verfahren
zusammen mit GMRESR und SIMPLEC- oder SIMPLER als Vorkonditionierer die
beste Losungsmethode fiir das Benchmarkproblem ist. Fiir die auftretenden Teilpro-
bleme hat sich das algebraische Mehrgitterverfahren als besonders geeignet herausge-
stellt. Damit konnte insgesamt eine Losungsstrategie entwickelt werden, die weitge-
hend unabhéngig von den gewihlten Problemparametern wie Gitterweite, Viskositéit
und Zeitschrittweite effizient arbeitet.
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KAPITEL 8. ZUSAMMENFASSUNG



Anhang A

Softwarebeschreibung

Dieser Arbeit liegt eine DVD bei, die die entwickelten Bibliotheken und Benchmark-
programme enthalt. Aufserdem ist fiir jeden durchgefiihrten Benchmark die komplette
Konfiguration gespeichert worden. Das beinhaltet insbesondere den Programmcode
und die gewéhlten Parameter, so dass alle Ergebnisse einfach und vollstdndig nach-
vollzogen werden konnen.

A.1 Installation der Vorkonditionierer

Fiir die Installation wird Trilinos in der Version 9.0 [29] benétigt. Bei der Installa-
tion muss darauf geachtet werden, dass alle notwendigen Pakete installiert werden.
Fiir die vorgestellten Vorkonditionierer sind das die Pakete Thyra, Epetra, Stratimi-
kos, Anasazi und Meros. Fiir die Testbeispiele wird zudem noch Sundance, Zoltan,
AztecOO und Amesos benotigt. Mochte man mit der LU-Zerlegung arbeiten, sollte
zusitzlich die SuperLU dist Unterstiitzung mit kompiliert werden.

Die Installation der Vorkonditionierer wurde so einfach wie moglich gestaltet.
Die DVD enthilt einen Ordner Trilinos/meros. Der Inhalt muss in das Trilinos Pro-
grammverzeichnis packages/meros kopiert werden. Anschliefsend muss das . /configure
Skript von Trilinos erneut aufgerufen werden und die neuen Bibliotheken mit dem
make Befehle kompiliert werden. Ein make install installiert schlieklich die neuen
Bibliotheken und diese konnen daraufhin verwendet werden.

Die Testbeispiele benutzen GMRESR als Krylov-Unterraum-Verfahren. Leider ist
dieses Verfahren in Trilinos 9.x nicht aktiviert. Um es zu benutzen zu kénnen, muss
die Datei packages/stratimikos/adapters/aztecoo/src/AztecOOParameterList.cpp ge-
Offnet werden und die Zeilen

1 tuple<std::string>("CG","GMRES","CGS","TFQMR","BiCGStab","LU"),
2 tuple<int>(AZ_cg,AZ_gmres ,AZ_cgs ,AZ_tfqmr ,AZ_bicgstab,AZ_lu),
ersetzt werden durch

1 tuple<std::string>("CG","GMRES","GMRESR","CGS","TFQMR","BiCGStab","LU"),
2 tuple<int>(AZ_cg,AZ_gmres ,AZ_GMRESR ,AZ_cgs ,AZ_tfqmr ,AZ_bicgstab,AZ_1lu),
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Zum Testen der Installation ist ein Minimalbeispiel beigelegt. Dieses befindet sich
auf der DVD in dem Ordner Trilinos/meros_ ezample. Es wird die 3D Navier-Stokes-
Gleichung mit Newton-GMRESR-SIMPLEC Algorithmus benutzt, kann aber mit
wenigen Anderungen auf die anderen Vorkonditionierer umgeschrieben werden. Mehr
Beispiele finden sich zudem in dem Benchmark Ordner.

A.2 Benchmarkprogramme

In dem DVD-Verzeichnis Benchmarks sind alle durchgefithrten Benchmarks in dieser
Arbeit gespeichert. Neben den eigentlichen Programm- und Parameterdateien sind
auch die Programmausgaben gesichert. Letztere sind an dem Namen batch/...[. out
widererkennbar.

Fiir jedes untersuchte Losungsverfahren X aus Kapitel 5 gibt es zwei Ordner
Benchmark X und Benchmark X 3D, die die 2D bzw. 3D Benchmarks enthalten.
Ein Openoffice-Dokument erkléart die genaue Verzeichnisstruktur. Der Ordner Bench-
mark Subsolver 3D enthilt die Benchmarks aus Kapitel 6. In Verzeichnis Benchmark
Timing 3D sind schlieflich die Ergebnisse fiir Kapitel 7 gespeichert. Zusédtzlich sind
die folgenden Ordner vorhanden:

Meshes Enthilt die 2D-Gitter 0,03M, 0,13M und 0,5M, die fiir die Benchmarks
verwendet wurden. Aus Platzgriinden konnten die Gitter mit 2 Millionen und
4 Millionen Unbekannten nicht auf die DVD gespeichert werden.

Meshes 3D Analog fiir die 3D-Gitter.

Startwerte Hier sind 2D-Losungen zum Zeitpunkt ¢ = 2,0 gespeichert, um sie als
Startwerte in das Benchmarkprogramm einlesen zu kénnen.

Startwerte 3D Analog fiir die 3D-Ldsungen.
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